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worin auſſer den Zuſaͤtzen und Berichtigungen, auch 
noch andere nuͤtzliche analytiſche Unterſuchungen, 
welche groͤßtentheils die eombinatoriſche Analy⸗ 
ſis betreffen, enthalten ſind, 


Koͤnigl. Profeſſor der Mathematik am Cadetteneorps in Berlin. 
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; Da Inhalt dieſer Schrift, iſt zwar keine fece 
.füre für Anfänger, aber doch bei weitem noch 
nicht das ſchwerſte, das die Analyſis geben kann. 
Ueberdem braucht und ſoll der Inhalt nur demjenigen 

durchaus verſtaͤndlich fenn, der das groͤßere Werk des 
Herrn Euler zu ſtudiren unternimmt Indeſſen werz 
den meine Lefer. doch einzelne Materien finden, die ein 
Ganzes ausmachen, und andere Satze mehr, welche 
man, ohne vorher Eulers Differenzialrechnung ganz ſtu⸗ 
dirt zu haben, verſtehen kann. Dahin gehoͤren Seite 
155 — 216 das Syſtem der allgemeinen Dif⸗ 
ferenzen und Seite 216 — 233, einige merk⸗ 
wuͤrdige Saͤtze und Relationen, ferner Seite 
233 bis zu Ende, Hindenburgs Theorie der 
combinatoriſchen Analyſis. Ich glaube daß 
ich uͤberall ſo deutlich bin, als es der Gegenſtand er⸗ 
laubt, und die Kenntniſſe, die ich mit Recht voraus⸗ 
ſetzen darf, erfordern. Herr Fontana hat von Eulers 
Werke Inititutiones calculi differentialis eine neue 
Ausgabe "Toni 1787 in quarto beſorgt, und in dieſer 
Ausgabe findet fid) Seite 705 der Aufſatz über Inex⸗ 
plieabeln Funktionen. Die Sufióe von Hrn. 
Fontana hätten wohl betraͤchtlicher ſeyn koͤnnen, aber 
es haͤngt nicht immer von dem Schriftſteller ab, wel⸗ 
che Ausdehnung er ſeinen Arbeiten geben will. Wenn 
man mehrere in gewiſſer Hinſicht verſchiedene Matez 
id rien 


dV Vor red e. 


rien in einem Bande giebt, fo darf man hoffen, meha 
rere leſer zu befriedigen und ihnen nuͤtzlich zu 
werden. Dieſes letztere iſt wirklich meine Ab⸗ 
ſicht geweſen. Das Syſtem der allgemeinen 
oderendlichen Differenzeniſt, ſoviel ich weiß, 
noch nirgend fo ausführlich und ſtrenge be 
wieſen worden. Der verehrungswuͤrdige und 
gelehrte Greis, Herr Hofrath Kaͤſt ner, und der für 
die Wiſſenſchaften viel zu fruͤh verſtorbene Karſten 
haben in ihren allgemein bekannten vortreflichen 
Schriften uͤber die Analyſis, nur ein paar einzelne Saͤ⸗ 
ge davon, ohne Differentialien erwieſen, die nach ihren 
Syſtemen einen ſolchen Beweis noͤthig hatten. Des 
Herrn Profeſſors Buſſen's Abhandlung uͤber dieſen 
Gegenſtand in den von mir oft genannten Beytraͤ⸗ 
gen, war daher gewiß ein febr angenehmes und milf- 
kommenes Geſchenk, und was nun noch hierbey in 
Hinſicht auf die bequemſte Bezeichnung und auf Vol⸗ 
lendung zu wuͤnſchen uͤbrig blieb, denke ich hier gelei⸗ 
ſtet zu haben. ; i 


D 


Die Arbeit des Bürger Prony im Journal 
polytechnique uͤber endliche Differenzen, die ich erſt 
nach Vollendung meiner Arbeit ſahe, und alſo nicht 
benutzen konnte, ſteht, wenn ich als competenter Rich⸗ 
ter ſprechen darf, in vieler Hinſicht, vorzuͤglich in 
Strenge und Ausfuͤhrlichkeit der Beweiſe meiner Ar⸗ 
beit nach. Die Zeit wird lehren was der Herr Pro⸗ 
feſſor Kos mann der eine Ueberſetzung mit Zuſaͤtzen 
davon verſprochen hat, leiſten wird. f 


Da ich die meiſten Werke in meiner Wiſſenſchaft nie 
anders als mit der Feder in der Hand leſe, ſo kann es 


bey ausdauerndem Fleiße und bey e 
KE fuͤr 
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für bie Wiſſenſchaft, nicht fehlen, daß ich auf einige 
neue Vorſtellungsarten, Beweiſe und Saͤtze gekom⸗ 
men bin, — dieſes ift die Entſtehung der merk wir 
digen Saͤtze und Relationen, — Im Sten 
Hefte des Hindenburgiſchen Archivs der 


Mathematik 1797, Seite 161 ſteht ein Aufſatz 


von Herrn Buzengeiger, der einige Site mit 
dem meinigen gemein hat. — Giebt aber Simplici⸗ 
rat und Leichtigkeit ben Beweiſen Vorzug, fo glati 
be ich, daß mein Beweis vom Herrn Lagrange’ 

Satze ihn verdient. Daß ich nicht mehr ſolcher Satze 
hier mitgetheilt habe, beweißt nicht, daß ich nicht 
mehrere beſitze. — Ich habe wirklich davon noch eine 
große Anzahl, und hoffe zu ihrer Bekanntmachung 
ondere Gelegenheit zu finden. i 


Jetzt komme ich zu der úber alles Lob erhabenen 
Hindenbuͤrgiſchen Erfindung — Was ich hier 
davon faſt woͤrtlich nach Hindenburg gebe, iſt hinlaͤng⸗ 
lich meine Anwendung derſelben auf das wichtigſte Proa 
blem der ganzen Analyſis nemlich den poly no miſchen 
Lehr fah, der noch nirgend fo weit dargeſtellt gefunden 
wird, verſtaͤndlich zu machen. Wer dieſes auf gewoͤhnli⸗ 
chen Wegen dependent leiſten wollte, wuͤrde gewiß 
mit ſeinem Verſtande Gefahr laufen, und doch amEnde, 
nicht vor Rechnungsfehlern ſicher ſeyn — die combinato⸗ 
riſche Methode üCertrift jede andere, an Allgemein⸗ 
heit und Leichtigkeit, giebt, was nach andern Mes 
thoden nur ſelten der Fall iſt, die verlangten Glieder 


unabhaͤngig von den vorhergehenden, und giebt bey den 


verwickelſten Unterſuchungen, in die Augen fallen⸗ 
de Geſetze. — Sie bietet fuͤr eine Vorrede viel zu 
vielen Cof dar, und ich bin gezwungen ihre fobrebe 
hier zu endigen, aber einen Jedem erſuche ich fih fa 
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wo Vorrede. 
nicht durch die wenigen neuen Zeichen vom Studium 
derſelben abſchrecken zulaſſen, der Nachtheil des un⸗ 
terlaſſenen Studiums ift. unendlichemal großer als die 
kleine Mühe die es erfordert. Da dieſe Schrift, 
(8, Supplement zu Eulers berühmten Werke, wahr⸗ 
He manche Käufer findet, die Hindenburgs 
unſchaͤbare Schriften nicht Befi&en, fo hoffe ich dem 
Wunſch ; BEER 
jerdurch viel zur Ausbreitung und Bekanntmachung 
der combinatotiſchen Analyſis beyzutragen, 
auch werde ich Fünftig gewiß keine Gelegenheit bor» 
beylaſſen Be pflichtmaͤßig nach Kräften zu verbreiten 
. biefes find wir als Deutſche, dem gelehrten Er- 
bet schuldig ura cmo ae eg ve 
Mochte ich doch meinen Zweck nicht verfehlt ha⸗ 
ben, und zur Belohnung die Erfuͤllung meines Wun⸗ 
ſches ſehen. Berlin, den rten September 1797. 
e Gruͤſon. 
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Vorerinnerung der Zuge welche fi bey 
der von Fontana beſorgten neuen later 
niſchen Ausgabe von Eulers Diffe⸗ 
| renzialrechnung findet. 


Der Druck dieſes Werks, war beynahe geendet, als 
der berühmte Joh. Albert Euler, Sohn unſers 
Verfaſſers, und geheimer. Sekretär der Petersburgi⸗ 
ſchen Akademie uns in Begleitung eines Schreibens, 
an den Profeſſor der hoͤhern Mathematik, Georg 
Fontana, der ihm dazu aufgefodert hatte, die 
noch nicht bekannte aber vollſtaͤndig ausgearbeitete 
Abhandlung ſeines großen Vaters, ſchickte, deren 
Titel folgender iſt: Beleuchtungen der letz⸗ 
tern Capitel, meiner Differenzialrech⸗ 
nung, von den Inerplicabeln Funktionen. 


C'eft avec bien de plaiſir (ſagt H. Joh. Al 
bert in dieſem Briefe, aus Petersburg vom rgten 
Dezember, des naͤchſtverfloſſenen Jahres 1787), 
que je vous envoie la copie ei- jointe du mé- 
moire de feu mon Pére sur les Fonctions in- 
explicables, que votre ami er eleve fouhaite 
de faire entrer dans là nouvelle edition qu'il 
va publier du calcul différentiel. Je vous Pau- 
rois éxpédiéó plutot fans la grande difficulté 
&c. Es iff diefe aber eine, von ben 183 bine 
terlaſſenen Diſſertationen, welche der unſterbli— 
che feonfatb, der Petersburger Akademie, bey feiz 
nem Tode zuruͤckließ, und fie in ihren Commentas 
rien herauszugeben, verordnete. ^d 


Nichts konnte fich. für uns erwuͤnſchteres et: 
eignen, als daß dieſe neue Ausgabe, des Euler⸗ 


ſchen 
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ſchen Werks, theils zu ſo gelegener Zeit, theils 
mit einem ſo vortreflichen Zuſatz, vermehret ward, 
und nicht minder zur Ehre Berlins, gereichet. 
Wir beſorgten daher ſogleich, den Druck der Dif 
fertation ſelbſt, damit die Anmerkungen, welche 
derſelben folgen, gleich einer geringern Koſt, auf 
die herrlichſten Mahlzeiten, mit Nachſicht aufge⸗ 
nommen werden moͤchten. Hiermit empfehlen wir 
dem geneigten fejer, unſere Bemühung die aus der 
beſten Abſicht herruͤhrt. - 


Beleuch⸗ 


Beleuchtungen 
der letztern Kapitel meiner Differenzialrechnung. 
U 


Von den inexplicabeln Sunktionett. 
D 


D dieſes Argument, welches in Anſehung bet And- 
lyſis, gaͤnzlich neu iſt, noch niemals deutlich genung, 
zergliedert worden iſt, ſo habe ich beſchloßen, daſſelbe 
mit größerem Fleiß zu behandeln, und alle Momente, 
aus denen es entſpringt, aus den erſten Prinzipien her⸗ 
zuleiten, wobey es vorzuͤglich, von großem Nutzen ſeyn 
wird, wenn mar fich geſchikter Zeichen, im Kalkul bez 
dienet. Waͤre demnach irgend eine Reihe gegeben, de— 
ren Glieder mit den Anzeigern t, 2, 3, 4 2c. uͤberein⸗ 
kommen, ſo werde ich ſelbige mit dieſen Zeichen (1), 
(2), (2, G, ie. darſtellen. Es würde daher, das 
Hauptglied dieſer Reihe, welche mit dem unendlichen 
Anzeiger x, uͤbereintrift, bey mir (x) ſeyn, unb alfo 
für jede Reihe, x die Funktion derſelben, die ich ial 
gänzlich bekannt annehme, und zwar dergeſtalt gegen 
einander gehalten, daß die Werthe derſelben, nicht alz 
lein für ganze Zahlen, ftatt angenommen, ſondern auch 
für gebrochene, und ſelbſt fuͤr irrationale gelten koͤnnen. 

g 2. Ferner bedeutet 2: x, ein ſummatoriſches Glied 
eben dieſer Reihe, welches die Summe der Glieder, 
vom erſten an, bis zum letzten (x) ausgedrückt, fo daß 
2 XR S — t G) t ger Tb G) 
deren 
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deren ſaͤmmtliche Werthe alfo, fo oft x eine ganze poſitive 
Zahl wird, aus dieſer Reihe, ſogleich dargeſtellt wer: 
den koͤnnen, und zwar wie hier folgt: 

2 EE 5 

2:22 (1) T (a2) 

2:3 =M T)) 

; z:423() TG» T CD T (4) u. f. w. 

Daß dergleichen Werthe aber, auch unter der Formel 
=: x vorgeſtellt werden koͤnnten, wenn man ftatt x ae 
brochene, oder irrationale Zahlen, ſowohl poſitive, 
als negative gebrauchet, erhellet dieſerhalb keineswe— 
ges; daher rechne ich dieſe Werthe, zu einem beſondern 
Geſchlecht von Funktionen, welche ich die inegpfica: 
beln genannt habe. Auf welche Art nun dergleichen, 
durch analytiſche Formeln beſtimmter Funktionen, aus⸗ 
gedruͤkt werden koͤnnen, will ich hier zufoͤrderſt darthun. 


3. Dieſes ganze Geſchaͤft aber, kann am bequemſten, 
durch ſtetige Differenzen, aus einer vorgegebenen Reihe 
hergeleitet, verrichtet werden, wenn nehmlich jedes 
Glied, vom folgenden abgezogen wird; hieraus ent- 
ſtehet ſodann, die Reihe der erſten Differenzen, auf 
gleiche Weiſe die der andern, dritten, vierten u. ſ. f. 
Alle dieſe Differenzen, bezeichne ich auf folgende Art. 


Jte Differenzen | lite Differenzen | Ulte Differenzen 
(20 — (1) 2 A1| A2 ATC -= AN 
G) O S AO 422 = A'2 
= GAA O AN3 O = A83 
(3) 714) 2 A4 | A5 — Aa zm O O- 
u. ſ. w. . f. w. u. ſ. w. 

3 4. Nach⸗ 
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4. Nachdem dieſe Bezeichnung feſtgeſetzt worden, 
konnten die einzelnen Glieder der Reihe aus dem erſten 
(1) und defen Differenzen A", A’ı, G', Ar, ꝛc. aus- 
gedruͤkt werden. Denn da 
(2)2() TAI, und G2 — ATTA i, auch (3) 
= (2) t A2, fo wird (3) zz (1) T 2 ATT, daz 
her fließt hieraus fon jene Gleich heit A 3 =A 1 t2 
AN x T AN ro Weil jetzt (4) — (3) t A 3, fo wird man 
haben (4) = (1) T3 A x T3 AV x fV x... Hieraus 
fließt ferner: AA TTA 1 T3 AV L, da auch 
(5) — (4) t A4, fo wird (5) = (1) T4A 16 A 1 34 
A IFA I, unb fo ferner ſeyn. Aus der Bildung diez 
fer Formeln ſelbſt erhellet, daß hier eben die Coeffizien— 
ten vorkommen, die man in der Binomialpotenz erhaͤlt, 
deren Exponent um die Einheit kleiner, als der Inder, 
des 1 SC e Ve wird 


n Dr 1 
(n) IT — , 
: D 
D-— og eem 


SES Sa A I + ꝛc. 
5. Vermehren wir hier diefe Zahl n, um die Tin: 
heit, fo bekommen wir tD = (Dt = Ait = S 


n— —1 
—Au 11 i 7 Se Da nun be⸗ 
2 


reits dieſer letzte Rande dasjenige Glied ausdrückt, 
welches von dem erſten, durch n Stuffen x entfernt ift, . 
fo wird auf ähnliche Weiſe, auch das Glied, welches 
vom zweyten, durch eben ſo viele Stuffen vorgeruͤckt iſt 
(n}2) aus dem andern‘, und deſſen Differenzen, be⸗ 
fimmt; denn es wird: | 

A 2 (n f 2) 
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Hed 


n 
27T ee . 
i 


2 


G OH 
Gë £N a Tic. ſeyn. Auf eben diefe Art ift es augens 


ſcheinlich, daß auch ſeyn werde n F3) = Ce T = A 


— är 


Hm Ae EE n $ 
S6 C3. 3 Ti. 
1— E 


2 


D 


mu n 4 
e A at=, 
— Nat. 


6. Hieraus ift klar, daß wir das allgemeine Glied 
(*) unſerer Reihe, aus dem erſten und deſſen Diffe⸗ 
renzen, auf ar, Art AL koͤnnen: 

* — T 
1 


— * SR 


daher wird das, dem letzten Se Glied (x T 1), 
dieſes ſeyn: 
Gel Zä 


Gtn-Qt-Art. TA t- E 


AIT ꝛc.; 

Da dieſer Ausdruck im folgenden am oͤftern vor⸗ 
kommt, ſo wollen wir der Kuͤrze wegen, folgende m 
ER einführen: 
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=. — — — u. f. w. 


T 
D 
Lu 


nach deren ä werden wir folgende Gleichun⸗ 
gen haben: ö 
CINSA x AtrTx"At'it gx 

( T S (2) Aata 4A Tx"A zb, 

G T) S GO TSAZ TNT 3 f ic. 
Gr9=@)TxA4tz Nats A At, 


(x T2)22 0 FN Anruf A nti 
7. Hierauf werden auch bie Summen, jeglicher 
Glieder unferer Reihe, aus dem alleinigen erſten Glie— 
de, und deſſen Differenzen, beſtimmt werden koͤnnen, 
wie folgendes Taͤfelchen zeigt: 
2 218 (1) ; 
add: (oi = „or Ar 
2: 2282 (I) T A: 
GY 2 Ok: zéit AU G 


ER JAWO AIt A. NUT 

( = (DtaArtaA tA: 
í:i4za4(QDt6Ait4 IT AI 
S c4 T6A xr TAL QA 


2 5 5 (1) T 10A 1 T 10 ITS 1TA“T 
Hier 
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Hier ift wiederum augenſcheinlich, daß die Coeffis 
zienten, eben diejenigen ſind, welche in der Binomi⸗ 
nalpotenz, in eben dieſer Ordnung vorkommen. 

^ 8. Nach dem wir nun, die vorhin feſtgeſetzten 
Bezeichnungen in Gebrauch aufgenommen haben, ſo wol⸗ 
len wir auch dieſes ſummatoriſche Glied unſerer Reihe 
Z: x, im Ausdruk gelten laffen, Es wird daher 
E E Ek rr e. fe 
welche Form ſchon dergeſtalt verglichen ift, fo daß Datt 
x, nicht nur ganze Zahlen, fonbern auch gebrochene, 
und ſelbſt irrationale, fie mögen poſitive oder negative 
ſeyn, angenommen werden fónnen, in welchen Fällen, 
dieſer Ausdruck fogar, bis ins Unendliche fortgehen wuͤr⸗ 
de, wofern nicht die vorgegebene Reihe, endlich bis auf 
verſchwindende Differenzen leitete. Dieſe Reihen pflegt 
man algebraiſche zu nennen, wo man in dieſen Faͤllen, 
nicht auf inerplicable Funktionen gelangt. Unterdeſſen 
gewährt dieſer, für das ſummatoriſche Glied, erfunde⸗ 
ne Ausdruk, wenn er ins Unendliche fortgefuͤhret wird, 
keine Unterſtuͤtzung, in ſofern Differenziationen, oder 
Summationen anzuordnen ſind; weshalb man es hier⸗ 
bey beruhen laͤßt, gleichwie, wenigſtens in gewiſſen 
Fallen, das erfundene, ſummatoriſche Glied in andere 
Formen uͤbergehen kann, welche weder der Differen— 
ziation, noch Integration widerſprechen; auch gehoͤ— 
ren hieher, alle diejenigen Huͤlfsmittel, welche ich bey 
der Differenzialrechnung, weitlaͤuftiger gezeigt habe, 
deren Erfindung nicht wenig verworren war. Auf fol⸗ 
gende Art aber, wird das ganze Verfahren ſehr leicht ſeyn. 
9. Su dem vorhin erfundenen Ausdruck, des ſum⸗ 
matoriſchen Gliedes, z : xf'abbire man mehrere, uns 
ter folgender Geſtalt enthaltene Formeln. 
" (n) 
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(n) TX An TXT A5 nE Anfr. .. — (fn) 
obgleich deren Summen gleich Null find, -fo druͤcken 


dennoch alle, fo viel deren auch find, wenn fie mit L: x, 


in eins verbunden ſind, das ſummatoriſche Glied aus. 


Man ſummire alſo für n nach und nach, alle Zahlen 


1, 2, 3, 4, ꝛc. fo wird der ganze Ausdruck, nach den 
Pertikalcolumnen, mit den einzelnen Werthén x; x’, 


87, 26: bereinſtimmend, auf folgende Weiſe angeord⸗ 


net werden: 


Allgemeiner Ausdruck für das ſummatoriſche Glied. 
Xx C) Tx'ArTx A^ rx" Arte 


"HD txArTx"VrTx" AN rx" AP dics (T) 


(2) Tx Aa xA Tx" N ... — (x 12) 
(3) TxA3 xa tx" AP au A^3 e.. i 


- - - - - - - - - - e 


(n) Tx An Tx' An Tx" Zn T x^ ni... th? 
10. Obſchon bie Wahrheit dieſes Ausdrucks, fei 
nem Zweifel mehr unterworfen iſt, ſo wird es dem ohn⸗ 
geachtet nicht wenig helfen, denſelben aus der Form 
ſelbſt, beſtaͤtiget zu haben. Man ſammle nehmlich, un⸗ 
ter eine Summe die einzelnen erte fe 
wird bie erfte folgende ſeyn: 
QtOtTGt..... F 
Die andere Columne giebt: i 
* L () T AIT ATH. fn 
Wenn nun ; 
Ne); dh ges Däi 0); A32 GA BI 
f? wird diefe ganze Summe verkuͤrzt in x (n kO, SN 
D 
Ar Mfg. 
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Auf gleiche Weiſe, wird auch die Summe der gen Co⸗ 
lumne ſeyn 
x^ [A1 PAUTAS EAST S A. Are 
unb weil 
G rzAS—A1; - en 
(TI) — An. 
fo wird jene Summe zuſammengezogen = x’ AG 1). 
Auf eben diefe Art erhellet, daß die Summe der vier— 
ten Columne, ſeyn wird x^ A? (n J) die der sten = 
x" A (n t1), u. ſ. f. Die Summe der abzuziehenden 
letzten Columne iſt: ; 
GFI) t (x T2) 1 E 7 Tn): 
(* n) : xX. | d 

11. Die Summe aller mittlern Vertikalcolumnen, 
außer der erſten und letzten, ift alſo wie wir geſehen 
haben, 

xn DT (n Di 2 Dt xA GR ic. 
Da aber x (1) T xA Tx"A^ r Tx" AP a Tie E: x, 
wenn nun die einzelnen Glieder, um die Zahl n per: 
mehret worden, ſo wird die Summe unſerer Reihe ſeyn: 

* (n F I) T* Attn) 1*^745 T1vx za: 

(x T0)—2z:n; 
folglich iſt die Summe aller Columnen, außer der letz⸗ 
ten 2: (In); wenn daher die Summe der letzten 
Columne, 2 ( n) - : x, abgezogen wird, fo 
bleibt die Summe der ganzen Figur = S; x, übrig, 
nehmlich das verlangte ſummatoriſche Glied. 

12. Am wunderbahrſten wird es ſcheinen, daß wir 
den Werth der Formel 2: x, welche durch eine einfa⸗ 
che Reihe, genugſam ausgedruͤckt werden kann, durch 
eine Nebenreihe unzaͤhlbarer Reihen, dargeſtellt, und 

8 d fo 
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ſo verdeckt gegeben haben; allein bald wird der Ge⸗ 
brauch, dieſer aͤußerſt verwickelten Formel, deutlicher 
werden, wenn wir die Zahl der Horizontalreihe, ſogar 
bis ins Unendliche fortſetzen, welches geſchehen wird, 
wenn wir fürn, eine unendliche Zahl annehmen, wie 
jetzt deutlicher erfläret werden foll, 1 
I3. Bezeichnet man alfo, durch n eine unendliche 
große Zahl, fo wird die Summe der zweiten Vertifals 
columne, welche x (n 1) ift, das unendlichſte Glied 


unſerer Reihe enthalten, und ſollte daſſelbe auch ver- 


ſchwinden, ſo werden um ſo viel mehr, die Summen der 
folgenden Vertikalgolumnen, ſich verlieren, weshalb 
es in dieſem Fall genung iſt, bloß die erſte Columne 
mit der letzten, im Calcul beybehalten zu haben. Berz 
ſchwinden hingegen die unendlichſten Glieder nicht, 
ſondern waͤren fie unter fi) gleich, alsdenn ife es erz 
laubt, die dritte Columne, nebſt den folgenden mea: 
werfen. Sollten aber die zweiten, unendlichen Diffes 
renzen verſchwinden, ſo muͤſſen die drey erſten Verti— 
kalcolumnen, in der Rechnung beybehalten werden, 
und eben fo auch vier, wenn etft die dritten, unendli— 
chen Differenzen verſchwinden. Vermoͤge der Unter— 
ſcheidung dieſer Reihen, wollen wir dieſelben, in fol 
gende Arten vertheilen. 


Erſte Art der Reihen 
deren unendlichſte Glieder verſchwinden. 
14. So oft alſo ſolche Reihen vorgegeben werden, 
fo ift es genung, für deren ſummatoriſches Glied, die 


Glieder der erſten und. letzten Vertikalcolumne, im 
Cal⸗ 
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Calcul beyzubehalten, denn auf dieſe Weiſe erhalten 
wir für das ſummatoriſche Glied folgenden Ausdruck: 
z:x-cQ)TO TO TG T:. 

TDK -H H- ic. 
welcher unendlich fortgehet, und zwar um ſo mehr, je 
kleiner der Index war; verſchwindet derſelbe aber, ſo 
geht die ganze Reihe, in Null uͤber, oder ſie wird 
E: Oro, welche mit der Natur der Sache, vollkom⸗ 
men zutrifft; denn wenn die Zahl der zu addirenden 
Glieder, Null iſt, ſo muß auch nothwendig , bie 
Summe Null fepn. 

15. Wenn aber der Index x, eine ſehr große Zahl 
iſt, ſo naͤhert ſich gewiß dieſe Reihe auch, nur wenig 
dahin, weshalb jederzeit dergleichen Faͤlle, auf einem 
kleinern Inder gebracht werden koͤnnen; denn! da 

: ATS DE: xTG＋ I fo wird ant gleiche Art 

2: (TA = EK (KTD TGA) ſeyn, und al⸗ 
fo überhaupt, wenn i eine ganze Zahl bedeutet 

2: ( Ti) : xT (TY TG rt tar) 
Wenn man daher die Summe der Glieder x T i begeh— 
ret, fo ift es hinreichend, die Summe x der Glieder, 

d. i. 2; „ erfunden zu haben. Auf diefe Art, koͤnnen 
dergleichen Fragen alle, auf die Fälle eingeſchraͤnkt 
werden, in welchen der Index x, ſogar um die Einheit 
vermindert ift, in welchem Falle, die fuͤr z: x, vorhin 
gegebene Reihe, fih außerordentlich der Verſchwin⸗ 
dung naͤhert. 

16. Eine dergleſchen Reduktion, iſt dann zufoͤr⸗ 
derſt nothwendig, wenn der Inder x, eine negative 

Zahl iſt; denn, wenn 
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: xX : (- 1) T, fo wird 

2: ) z: * (x) ſeyn, eben fo auch 
2: ( 2) E :XR — (x)— (x— 1), unb 
2: (x — 3) 52 yx - (x —2)unb übers 
haupt . 

2: (X- i) S E: x-) -K WEEN) 
und auf diefe Art, als o viel die negative Zahl x — i, 
größer war, kann die Auflöfung jederzeit auf ; Ki ger 
BR werben, fo daß x — 1 ſey. 


f Bey ſpiel. 
17. Es fey folgende Reihe gegeben: 
1 . 
ACEL aa e — 2 ZS 
Es wird die Summe ber Glieder x, in biefer harmoni⸗ 
ſchen Reihe verlangt, wofür jede, ganze poſitive Zahl, 
angenommen werden, und zwar hat alsdann fuͤr die 
Faͤlle, wo „leine ganze pofitioe Zahl ift, die ganze 
Sache, keine weitern Schwierigkeiten. Es wird da— 
her in dieſem Fall, nach vorhin gegebener Form ſeyn: 
f FÜR: e ee E $4 
2 : X F Lë 
Ce te R 
toerben biefe vind Reihen, in we zuſammengezogen 


H 


: X* = —— 1 = = TI 

* X N r e > 
x 25 1 2(x72) Er ePi" 

fo ift alsdann, bie Summe bet Reihe, von ſelbſt klar, 

ſoroft nehmlich x, eine ganze poſitive Zahl war; alfo 

auch; 


Wenn 


12 Beleuchtungen der letztern Kapitel 


Wenn 
p. 
xz 7 ur 
2 23 Se 5.6 
I 2 2 2^ 
«emo Hau Fire 
12175 T4 LE 


Lu dt candy vesper dese: ten, 
X 4A bb T bh — 15 
Ets Te 1.5 2.6 er 


u. f. w. 
welches die merkwürdigen Keinen find. 


u 


18. Damit dieſes deutlicher 9 See wol⸗ 
len wir eine Curve bilden, deren Abſeiſſen o x = x, 
mit der Applikate x y y: x übereintreffen, „fo 
daß nach denen, uͤber der Axe ox, angenommenen 
Intervallen, welche um die Einheit gleich, o, 1; 
1,25 2,3; 3,4, 1€. die folgenden Applikaten ſeyn mögen. 


De) er 
EE 
tes d ve bes 
geiert) st db Sch AA Se, 


alſo wiri die Gleichung unter je zween Coordinaten, 
ſeyn: i ; ; 


it 


t a(x E x) t 3(T3 at SCH 


NR: 
T Ela 


Aus 
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Aus dieſer Gleichung koͤnnen alſo, alle mittlern Appli⸗ 
katen erklaͤret werden, und ſo iſt es hinreichend fuͤr x, 
die um die Einheit kleinern Werthe, angenommen zu 
haben. Daher wenn die Applikate 3. . (8) der Abſeiſſe 
o.. 4 = verlanget dil fo findet man 

2)—$T— To — 

0 RII SE N T 
deren Summe auf De Art, durch Logar tbmen bezeich⸗ 
net werden koͤnnte. Man bilde diefe Reihe: i 


i i e U t 
— ert drr! SEN SE IR 
35 


welche, wenn t — x E wird, den gefuchten 
Werth giebt. Durchs Differenziiren aber, bekommt 
man: ; 
Ee i 
=f- ꝛc. 
des 1 = + Drm - 
unb toenn bon neuem ipee: wid 
d dy 1 
— — t t , SÉ ——. 
Zerf feig pem g. 
Daher wird wechſelsweiſe, 


d y 
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x 47. tdt C En tdt 
adt ef und y f dt Xm 


ſeyn, dieſe zwiefache Integration, wird nach bekannter 
Art, auf eine gebracht, ſo iſt 


i tdt ftat 


Weil aber nach der Same, t I gefebt werden 
muß, ſo wird 
tdt ttdt tdt 

pes ca d ==: RER 
ſeyn; deswegen wird durchs Integriren yz t—2 [ (t 1) 
entſtehen, in unſerem Fall aber y 22 — 212, defen 
Werth der naͤchſtwahre 0,61370564 ift. 
; 19. Nachdem nun die Applikate ber Abſeiſſe, die 
. mit uͤbereinkommt, erfunden worden, nehmlich z : £ 
. ex2 — 212, fo fónnen aus derſelben, folgende durch 
die oben gegebenen Formeln, leicht abgeleitet con 
als; 


ER (Ir ) TZ: 3 3 
"x:iot5eititzr: 

~ 2: 3 T7) EL TE: Eae 

Damit nun auch die vorhergehenden Applikaten, die 

in der Figur nicht ausgedruͤckt ſind, aus der Formel 

2: (X i) beſtimmt werden koͤnnen, welche wir fanden 

Xi(x—i)EX:x-—(x)——G—1—(x—2a). 
(Kit)) weil in unſerem Fall x Sz, fo wird die 
Applikate 2: (—2)— : 2 212, und zwar 
negativ ſeyn, welche fogar, wenn x = — I genommen 

wird, unendlich iſt. Die unendliche aber, entſpringet 

auch aus den Faͤllen x = 2, * 3, - AT, 

innerhalb dieſen Intervallen aber, wird 
i 2 m. 
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12: — (TSA: 12-2 2 
2: (21 ) 2 2—272— 
2: — (3 T0 S2: 2 - 212 — s ſeyn x. 
20. Differenziiren wir jetzt, die fuͤr die Applikate 
y, erfundene Reihe fo wird i ` 
2 1 1 1 
de (E I» Taf ray 5 
Daher drückt biefe Reihe, die Tangente des Winkels 
aus, unter welchem das Element der Curve, in y ſich 
zur Are neiget; woraus erhellet daß dieſe Neigung, für 
die unendliche Abeiſſe, null werde, das ift, der Zug der 
Curve, gehet in Unendlichen parallel mit der Are, folg- 
lich wenn x = o angenommen wird, ſo bekoͤmmt man 
die Reigung der Curve ſelbſt, bis zum Unendlichen 


t r 
1 . = 1, 644, 
daher der Winkel 59^, 42*. Wird aber x= r ange 
P. N 
nommen, ſo iſt >= 3757 Her Tie. I-0, 


644, wo die Neigung = 32^, 48* ſeyn wird. Fährt 
man nun noch weiter fort, fo nimmt die Neigung bez 
ſtaͤndig ab. 
21. Gehet man aber ruͤkwaͤrts, bis zu den negati⸗ 
ven Abeiſſen, fo haben wir bereits oben geſehen, daß 
unter denen Faͤllen, unter welchen x zz— r, oder x =, 
oder =- 3, die Applikate unendlich groß werden, 
und eben ſo viele Curven, Aſſymptoten machen. Jetzt 
aber wird es ſich zeigen, daß an dieſen Orten Z = o 
wird, und daſelbſt die Neigung der Curve go", oder 
bie Tangenten perpendikular nach der Are gehen werz 
den. 


1 


H 
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den. Well nun uͤberdies, die für I gefundene Reihe, 


allezeit eine poſitive Summe hat, fo folgt hieraus, daß 


alle Theile zur Rechten der Curve, anwachſen, die zur 
Linken hingegen, abnehmen. 


22. Eben fo auch werden wir, die Integration anz 
wenden, und die Flaͤche der Curve, vom Anfang bis 
zum Applikate xy, bezeichnen koͤnnen. Denn aus der 
erſtern Form, zu welcher wir geleitet wuͤrden, folgt un⸗ 
mittelbar: 


fix taio TIG TFH GEO ic + der 


Conſt. welche immer dergeſtallt beſtimmt werden muß, 


daß in dem Fall x So, die ganze Flache verſchwin⸗ 
det, daher ſie Much 
iſt: 


t 
Jydx —— i538. IH PES zu 5s 
Da nun 
tes t TET X puis 


fo kann der obere Ausdruck, durch ofgenbe ihn ausa 
gedruͤckt werden: 


2 ds T SE: ** 
d= L— - — — = e. 
fy : ^ $ T. ` Lg c 
x? x’ x’ IX x? - 
M t 4. 16 532 35.6 — 

ix? x’ x* X xt 
S. Eg ET D sa 5 cup uA 
fx? x? x u 


vo Tum or SCH CMS 4 256 ran! au 6, 4896 
23. Neh⸗ 
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23. Nehmen wir nun alle dieſe Reihen, vertikal 
zuſammen, ſo bekommen wir: 
yd x K (X TRTSTÉETZT:)-10,822467.x* 
— 3x’ a titat A Té 11)2e-—9400685.x' | 
dx (dete = f OE. 
— 35x! D ffn Fi.) 0, 07385. * 
Nun nehme man x = r an, damit die Flaͤche or (1) 
herauskomme, und weil die hier gegebenen Dezimal⸗ 
bruͤche, fib nur wenig nähern, fo bemerke man in je 
der Reihe, wo die Zeichen abwechſeln, nehmlich: 
8 Sa- btc dre e. 
daß die Summe, ſich durch fortgehende Differenzen, ſo 
ausdruͤcken laſſen: ; 
S=ła—4^atiA a a c.; 
alsdann kann durch Zäite ber Regel, die Rechnung fol- 
gendermaaßen eingerichtet werden: 


S 
d 0,822467 |. 4 1782| 5, 291678 : 
) 0,400685 O, I30104 o, 066908 O, 224770 


c) ò, 270581 | 5 , 063169 
d) o, 207385 o, 037828 
e) 0,169557 0,02 5507 
f) o, 144050 
h) 0,111334 
i) o, 100099 
— (AT 


o, 025368 / 941540 
o, 012321 |?» 913047 
o, 006966 | 9; 995355 
O OIS854I o, 004366 | 9 002600 
O, 014175 | o, 002940 | 97 001426 
Oo, OI 1235 


H 


TAY sain 
St 


0,015864. 


208973 | 0,903356 


9,001581 


0,002755 


k 0,007 ; 
0,001174 


Ü 07 
6,012508 | 0,105564. | a 


- 


24« Bon 
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24. Von dieſen Columnen, deren erſte aus der Dif⸗ 
ferenzialrechnung Cap. VI. Theil II. Seite 365 Herklaͤret 
worden iſt, geben die obern Zahlen das erſte Glied a 
nebſt ſeinen ſtetigen Differenzen, die andern aber in 
abſteigender Linie, bringen das Glied b, nebſt ſeinen 
Differenzen, und die dritten das Glied e, nebſt feinen ` 
Differenzen. Da nun die obern Glieder, nur wenig 
convergiren, fo nehmen wir die zwey erſten a — b 
jetzt wirklich zuſammen verbunden, und dann wird 
a— b =o, 421782 ſeyn: Die Summe der folgenden 
aber c — d Te — fT: 

= i = f - c c. 
Verfahren wir nun in der Rechnung, nach dem gegebe⸗ 
nen Geſetz, ſo wird 
i Ze o, 135290 
A e= o; 015799 
A c o, 003171. 

A7 So, 000815 
c So, 000220 
ee, DODO7 
To A eo, 000026 

und folgenden So, 000010 
Summa EXE 155408 

a— bz == 0, 421782 421782 

Flache =o, 577190 
Ich hoffe, daß eine weitere Entwickelung, dieſer ſo 
merkwuͤrdigen krummen Linie, niemanden mißfaͤllig ift, 
beſonders da die Gleichung fuͤr dieſe Curve, zu den in⸗ 
explicabeln Funktionen gehört, und ich glaube, daß 
eine Ueberſchreitung unſeres Ziels, um eines beſonde⸗ 
ren Falls willen, nicht unangenehm ſeyn wird. 


Zweyte 


ER 


m 
a w^ Dn s ais 


*) Der deutſchen Beberſezung , S. 74. 
8 j 
A 


` 
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Zweyte Art der Reihen 
deren erſte Differenzen im Unendlichen verſchwinden. 


25, Zu dieſer Art, gehoͤren alle Reihen, deren un⸗ 
endlichſten Glieder unter ſich, gleich ſind. Damit wir 
alſo das ſummatoriſche Glied dieſer Reihen 2: *, aus⸗ 
drücken fónnen, fo ift nichts anders noͤthig, als daß die 
Glieder der zweyten Vertikaleolumne der allgemeinen 
Form, welche $ 9. dargeftellt, zum Ausdruck der vorz 
hergehenden Reihe, hinzugefuͤgt werden, deren hoͤch— 
ſtes Glied beſonders anzugeben iſt; und weil die ein: 
zelnen Horizontalcolumnen, ſchon aus drey Gliedern 
beſtehen, ſo wird das begehrte, ſummatoriſche Glied 
2 : x, in folgender dreyfachen Reihe erörtert: 

FAU) 
Z:x=x() PxAITxA2TxA3TxAJ4 
— Cf DGH Gto, 7 
welche Form megenA 122 (2) — (5 A 2 (3) — (2); 
43 zz (4) — (3) 5 1c. in diefe umgeaͤndert werden kann: 


LEE (1 T1 — XK t 1— * GO) 
Z:ixz: (tx . (GT X GT x E 

c (x—1)—4(xT2.-— 1301 
Dieſe Reihe convergirt um befto mehr, je kleiner man 
xlannimmt. Oben ift bereits gelehret worden, daß alle 
Fällen, dahin reduciret werden koͤnnen, in welchen x ein 
Bruch ſey, der um die Einheit kleiner iſt. 

26. Nun wollen wir den allereinfachſten Fall, zuerſt 
erwaͤgen, in welchem alle Glieder der Reihe, unter fich 
gleich find, nehmlich (x) =a; denn es ergiebt fich von 
ſelbſt, daß deren ſummatoriſches Glied a x fey, defen 
Werth unfer Ausdruck, jetzt darthun wird. 

; B 2 Denn 
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Denn es wird Z x x a ſeyn: , 
27. Jetzt erwaͤge man auch den Fall, wo (x) — 


, fo daß unſere Reihe z: x eztitil.. 4 


ft»; davon die unendlichſten Glieder, alle um die Eins 
heit àquiref werden muͤſſen. Folglich wird uns unſere 
Formel geben > 
à pisart ati xf 
S: AA Ax ATN 
CED Gi» Gto 
X T T SE xT3J 
rex) erhellet, wenn x = betrachtet wird, x : 
= 3 ſey; nimmt man aber x = 2, fo wird: 
— 1. 1 — 1. 4 — 1. 4 
e . T 2. f a. fc. 4 A ét 
— 3— 4 £j 
28. Dieſer Fall aber, kann leicht auf vorhergehen— 
de Art, vebuciret werden; denn da das Hauptglied (x) 


35 ic, 


£z Hu, fo wird daſſelbe in Theile aufgeloͤſet, geben 


2 gel ; 
()z2i Tes dieſerwegen bilde man zwey Reihen, und 
zwar die erſte aus dem allgemeinen Gliede 1, die andez 
x > I 
re aber aus dem allgemeinen Gliede es werden ſodann, 


dieſe beyden Reihen vereint genommen, ſo geben ſie die 
verlangte Summe Z : x ; es wird nehmlich 
1117111717. fu 
2 
ITT 1111. x ſeyn. 
Da nun bereits, der obern Reihe Summe x i$, die 
: unter, 
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untere hingegen, durch die erfte Art entwickelt werden 
kann, ſo bekommt man: 


E ier. 


; xjr "X12  W13 x13 — 
obgleich biefer Ausdruck, viel einfacher ift, als der vor⸗ 

herhergehende, ſo liefert derſelbe nichts deſto weniger, 

gleichen Werth, fo daß wenn x — genommen wird, 


ſo giebt uns der gz Ausdruk ME 
2. SES ri iTi n f fü 5905) 
~ *| 1 
siert: 3. 3 D: Sd bert 
ams SE 2 = 
Ke Ar ER 


Werden nun dieſe Glieder HP. ber Orknung verbun⸗ 
den, ſo wird 
3 E 05 m 

F r 5.12 TE img 
deſſen Ordnung, aus MAS Form deutlicher fen 
wird: 

Ir I r Te ux 
KE: EES Ee CH 

k 154 2 or ihe EH 
Der andre Ausdruck aber, giebt folgende Reihen: 

eee 


2:3=3 : 
2 eee, 
welche zuſammen geben werde: i "om 
2:22 113 — PEREN 1s 
1 1 545 3.7 Zt 


29. Aus diefem Beyſpiele erhellet, daß die aus der 
zweiten Art, hergeleitete Reihe, mehr als die letztere 
aus der erſtern, convergire, weshalb es der Mühe 
werth ſeyn wird, die Convergenz der erſtern Reihe, 
mit das aufmerkſamſte zu erwaͤgen. Es entſtehet nehm: 


lich, 
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lich, jedes Glied dieſer Reihe, aus dieſen drey 
Theilen: 


n ＋ Gd 2n * 3 
sata f 4 mts 
nt: oan I 


da ſich ſelbige nun zunaͤchſt aufheben) fo wird die Sum⸗ 
me der benden. erſtern, am naͤchſten der dritten gleich 
ſeyn, woher dieſe bemerkenswerthe Formel e&fofat: 
E E 2 
Deis art ^7 2n Tr, 
welches um fo näher der Wahrheit kommt, je groͤßerdie 
Zahl n war. Ziehet man nun beiderſeits 2 ab, ſo wird 
zunächft 


T RE an TI 

30. Eine ſolche Reduction, kann jederzeit nach der 
erſten Art ſtatt finden, wenn die vorgegebene Reihe, 
zuletzt mit einem endlichen Werth conbergírt; wenn 
aber die Glieder der Reihe, zuletzt unendlich zunehmen, 
ſo kann dieſe Reduction nicht weiter ſtatt haben; und 
man muß ſich nothwendig, an die zweite Art halten. 
Ein folder Fall iſt, wo (x) Mx, denn wenn n eine 
unendliche Zahl bezeichnet, ſo werden je zwey benach⸗ 
batte unendliche Glieder, Vn und Yu + x ſeyn, deren 


Differenz ESA unb alfo verſchwindet. In die⸗ 


ſem Fall alſo, iſt unſere Reihe 

zixcyYrTVatvatV4T......TYvx 
folglich erhalten wir nach ben. gegebenen Vorſchriften, 
dieſen Ausdruck: 


1 1 
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fPr—xVrfri—xY2fi—x63 
Le d uo X72 ＋ SV CET 
EPLENE SNE 
wie ſehr nun dieſe Reihe convergirt, ſehen wir in dem 
Falle x , alſo wird 
Les; EN E EES ek AV 
ÉE:$eR&TiVatiyastiVAaTivs Wa feos 
F 
davon jedes Glied Vn T Vntr — 


MES n sito daß alſo um fo mehr, dem Nichts naͤ⸗ 


her kommen muß, je groͤßer die Zahln war, weshalb am 


naͤchſten Vat Kach =V2Cn T1). Werden hier⸗ 
von die Quadrate genommen, fo erhalten wir 


an 1 K * Vin f = En, alſo auch 


Deet I) S 2n Fr, Nimmt man hiervon, von 
neuem die Quadrate, fo wird An n An = Ann Tan T 1, 
welches Verhaͤltniß alfo, der Gleichheit am naͤchſten 
kommt. Uebrigens verdient hier bemerkt zu werden, 
daß die wahren Werthe, der ſtatt x angenommenen 
Bruͤche, dergeſtallt transcendent ſeyn werden, ſo daß 
man fie durch keine algebraiſchen Formeln, auszudruͤ⸗ 
cken, vermbgenb ift. — Alſo wird auch jeder für x ange: 
nommene Werth, zu einem befondern piso id un 
Tranſcendenten gehoͤren. 

31. Ehe wir dieſe Art verlaſſen, wollen wir Ce 
einen aͤußerſt wichtigen Lehrſatz, die Konvergenz der 
Formeln betreffend, beyfuͤgen, der noch weit allgemei— 
mer ift, als das, was wir kurz vorher angefüͤhret haben. 


Lehr⸗ 
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N Lehr ſa tz. 
Folgende Gleichheit: 


f Vn f 0 Y EE 


nähert fid um ſo mehr der Wahrheit, je 
größer die Zahln genommen, und zugleich 


jekleiner der Bruch Z war, wenn nur der 
: ! 
Erponent —, um die Einheit kleiner ift 


Es kommt aber diefe Gleichheit, wenns ne 
gat io genommen wird 


R — U æ E 


— see 


- Kä ead D Vs + 1 ri 


EI 
© 


— 


der Wahrheit, ohne die letztere Bedingung, 
um ſo mehr naͤher, je großer die Zahl n, unb 
je kleiner der Bruch — mar. Dieſelbe kann 
auch, unter eben dieſen Bedingungen, auf 
Logarithmen uͤbergetragen werden, und 
zwar, daßtheils: 


egelst-tetu cette) 
1 
D 

‚En er (e E E sch P 
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Beweis. 


32. Dieſer Lehrſatz folgt aus der, für dieſe Art ger 
gebene allgemeine Aufloͤſung, deren jedes Glied, aus 
dieſen Theilen L—x (n) T xn FD — (n T béz 
ftebet, unb um fo kleiner wird, je größer man die Zahl. 
n nimmt, die aus dem Bruche x, welcher um die Eins 


heit kleiner iſt, entſtehet. Setzen wir nun x = T unb 


4 , PS . 
(x)= vx, als auch (n) vn , fo ift nothwendig 
daß É< x fep, weil fonft die unendlichſten Glieder, 


keine verſchwindenden Differenzen haben wuͤrden. Dieſe 
Subſtitutionen aber, liefern jene erſtern Formeln, wel⸗ 
„be im Lehrſatz gegeben wuͤrden. Wenn man hingegen 


S 4 eee A ; 
den Bruch 7; Negativ annimmt, fo wird die vorgege⸗ 


bene Reihe, alsdann in der erſten Art enthalten ſeyn, 
und alſo werden die buo pud Glieder ſelbſt, in 
Nichts uͤbergehen. 

33. Damit nun der Sinn dieſes Lehrſatzes, deutli⸗ 
cher verſtanden werde, ſo muß bemerkt werden, daß dieſe 
Formeln genau, in vier Fällen mit der Wahrheit über- - 
einkommen; nehmlich x.) wenn ee o, 2.) wenn ag; 
3.) wenn »= 0; 4) wenn fürn eine unendliche Zahl 
ek wird; außerdem aber giebt es noch, einen sten 


Fall, Wo in, der erſtern Form e=» ober Vw =n LS 


Dritte 
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Dritte Art der Reihen, 


deren zweyte Differenzen erſt im Unendlichen ver⸗ 
ſchwinden. 


34. Dies ereignet ſich, ſo oft die unendlichſten Glie⸗ 
der, eine arithmetiſche Progreſſion machen, daher man 
die vorhin für 2: x, in der erſtern Art gefundene For⸗ 
mel, auf dieſen Fall anwenden kann, wenn noch uͤber— 
dies, die einzelnen Glieder der dritten Vertikalcolumne, 
hinzugefuͤget werden. Auf dieſe Weiſe kann das ſum⸗ 

matoriſche Glied, folgendermaaßen ausgedruͤckt werden: 
N rr f (n) 

Xx AIL F O f A3. . Xx n 

z. : (ed Arp b . ak x n 

traf). . . Gf 

35. Jetzt wollen toic Sieten Ausdruck, „ in eine zum 
Gebrauch mehr bequemere Form, verwandeln, und 
zwar ſtatt x, den Werth deſſelben x — ſchreiben, 


2 


alsdann aber wegen A n = (n T x) — (n) und A’n= 

(n t2)—2( T D T.) fegen. Wenn nun diefe Werz 

the ſuͤbſtituiret worden, fo gehet die letztere Columne, 
der vorhergehenden Formel, in dieſe orm über: 


(n) $ ad Ge (n. T2) 
0 x x (ntr) 


T 
geben: 


xx—2xT 


III (m) diefe Glieder jufammengenommen, 


> EE (n T2. 
i ; Ge: 
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. Qa E XN 3X2 
Setzen wir nun der Kuͤrze wegen, a 


=r, fo fann das ber⸗ 


L] 


Geo X — 
xx—2x-qunb 


fangte ſummatoriſche Glied, in N Form ausge⸗ 
druͤckt werden: j| 


z: = bt Gi 


Fre? Ge — d aidés (GE 
1p = 4 r -—GT3) 
＋ p G0 4 () fr (S) - EE E 
daher convergirt dieſe Reihe außerordentlich. 
36. Hieraus koͤnnen wir nun einen neuen Lehrſatz, 
der dem vorhergehenden ahnlich, aber wei deutlicher 


iſt, herleiten, indem wir wie vorher m ee 


Y n” ſetzen, wo es ſchon genug iſt, wenn der Errsden 
— 7 zwiefach kleiner; um ſo mehr aber fft es frej, die⸗ 


: €: Erponenten als negativ zu nehmen. Dieſer Lehr⸗ 
ſatz lautet: j 


Diefe Gleichheit 
( —3»eT266) M ut ROT 19 1 


C ent 2) e Sate T 3 

wird der Wahrheit deſto naher kommen, je 

großer die Zahln, (unb der Bruch F nur we⸗ 

nig don der Einheit unterſchieden, and — 
: zwie⸗ 
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zwiefach kleiner if. Wird aber negativ 
genommen, foift ſelbige weit genauer. 


4a—326 1266 E 265 
duo Foster) 


Auch koͤnnen ftatt der Wurzelformeln, Lo⸗ 
garithmen angenommen werden. i 
37. Die Wahrheit dieſes Lehrſatzes, wird auch durch 
folgende vier Faͤlle beſtaͤtiget: L-«z 0; II. a = 6; 
III. So. IV. n . Welches uͤberdies ebenfalls or: 
ſchiehet, wenn nach der erſtern Form, entweder s= gj 


oder 2 5, ſo daß Y n' entweder n oder nn. golg⸗ 
lich bekommen wir ſechs Faͤlle, nach denen dieſer Lehr— 
ſatz, nicht im geringſten von der Wahrheit abweicht, 
woraus leicht zu verſrehen ife, daß unter allen uͤbrigen 
Faͤllen, der Irrthum nicht merklich ſeyn koͤnne. 

38. Dieſen Lehrſatz koͤnnen wir noch allgemeiner 


machen, indem wir ſtatt n, = ſetzen, und allenthalben 


mit der gehoͤrigen Potenz e, multipliziren, wodurch 
die Bruͤche gehoben werden. Auf bie Art Së? die er⸗ 
ſtere Form feyn:- } 


ELETT E 98 to 


NET al Ve 200 e ses Bail Die an⸗ 
dere Form aber, weicht von dieſer nicht ab, als in ſo⸗ 
fern, daß die Wurzelausdruͤcke in den Renner uͤberge⸗ 
hen, welches auch von den Logarithmen zu verſtehen iſt. 
39. Dieſen Lehrſatz wollen wir, mit einem Beyſpiel 
erläutern. Es fey alfo « = 1 und C22, fo werden 
bie 


D 
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die in jenem Lehrſatz N Geer, h folgen⸗ 
de ſeyn. ' 


Rey M y Ko RC 
3 = t6 vV (nto) C ata) 8 6 6010 
3 1 eg 8 
x 1 " DUUM 
y * * Lé 
vw ft vis vt 
Wenden wir die erſtere Form, auf Logarithmen 
an, fo wird 3 ln 6 lente) — lntach 8L (nio); 
nun fep n — 1o unb c — 2, fo befommt man: 
3 l 10 t6l12 — [14 2811. 
Nach geſchehener Entwickelung erfolgt: 
3 l 10 = 3,0000000 
6 [. 12 = 6,4750872 
9 4750827 
[14 = 1,1461280 
8151 8,3311415 


9,4772696 

Alſo " die Differenz von [14 F 8 [111.3 [10 T 6112 
0,0021824, die um fo kleiner herauskommen würde, wenn 
man der Zahln, einen geößern Werth bepfegen wollte. 
40. In Anſehung des ſummatoriſchen Gliedes, der 
vorgegebenen Reihe, verdient zufoͤrderſt bemerkt zu 
werden, daß ſowohl die Differenziation, als Integra⸗ 
tion leicht geſchehen koͤnne, wenn ein veraͤnderlicher (nz 
ber x, angenommen wird, wie dies bereits in der erz 
ften Art, Hinlänglich gezeigt worden ift, wo das ſum⸗ 
Matorifchei Glied 2: x, als eine Applikate einer Curve 
betrachtet ward, indem der Index x, fid) auf die Ab⸗ 
ſeiſſe bezog, weshalb ich in der Differenzialrechnung, 
vorzüglich die inerplicabein Funktionen, erforſcht habe. 
41. 


‚30 Beleuchtungen der letztern Kapitel 


Ar. Aus der allgemeinen Formel, für das gegebene 
ſummatoriſche Glied 2: *, wollen wir hier ebenfalls, 
den Fall der barmoniſchen Reihe entwickeln, woſelbſt 


2 5 2 1147775 ih 


css den Werth derfelden, für ben Inder x = 2 fuen, 
alfo wegen 


X T 
Qum pmiqme—ir--i 


erhalten wir: 


$ à 57357791 
TEES Fr | 
2: = . L ꝛc. 
EE A R EAE «| 
KC? 32 16 — 48 
E 
Tortengudek 3] 
1 1 
oder 8g 2223 P 
E E m A esum E. 
y "A g (2 
gii 
3 5 7 


Ziehen wir die einzelnen Columnen, in eine Summe 
; 6 6 
ufammen, fo wird 8 52. — 122 
auf .f 5 
6 6 
É p fepn und zwar convergirt diefe 
3.4.5.7 45.6.9 f 
Reihe, weit Cem als diejenige, welche wir in der 
zweyten Art fanden. K 
42. Wenn wir aber die Glieder, nicht zuſammen 
ziehen, ſondern nur die verbinden, welche einerley 
Nenner haben, und zwar mit Weglaſſung der unterſten 


Reihe, ſo bekommen win 
' 92: 
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8 icri? . 
Lee EL 7 X) 
oder ſchreiben wir, ſtatt der obern Reihe 
16 (T fit.) 

ſo haben wir 

ae rer | 
addiren wir beyderſeits 

12 = 1—4 fi ët, fo wird 
 EE:i—3$T122291— $-— 4221; folglich 

2: 3 = 212 deren Werth vorzüglich, mit jez 
nem uͤbereinkommt, welcher in der erſten Art gegeben 
worden iſt. 


Supplement. 


Von den inerplikabeln Funktionen der Form. 
* E EE X. 


I. Hier find die Faktoren A. B. C. Dac. Glieder 
einer gewiſſen Reihe, mit den Anzeigern 1, 2, 3, 4, ꝛce. 
uͤbereinſtimmend, und X das Glied, welches mit bem 
Index x uͤbereintrifft; die Faktoren hingegen, welche 
den folgenden Anzeigern x T 1; x 25 x 35; 2c. ent: 

ſprochen, will ich mit X/ X", X^ 1c. bezeichnen. Hierz 
aus erhellet ſogleich, daß s: (x T N. r: x, unb 
*: N TA) =X. XV. 2: x, ſeyn wird, und fo ferz 


ner. Die vorhergehenden aber, werden we : (x — 1) 
"rt X 1 


WV ſeyn, ꝛc. Hieraus ift zu erſehen, daß es hinrei⸗ 
chend ſey, wenn man nur dieſe Formeln, fuͤr die um 
die Einheiten kleineren Werthe, von x, bezeichnet. 

2. So 
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2. So oft nun x, eine ganze poſitive Zahl war, 
fo ergeben fih die Werthe von =: x von ſelbſt. Es 
wird nemlich . 

*: IA; 7:2 AB; 0:3 7 ABC ; X. 
Wenn aber x feine ganze, pofitive Zahl ift, fo wird 
das Produkt, welches wir mit : x bezeichnen, eine 
inexpplikable Funktion von , wofern nicht etwan die 
Faktoren A, B, C, D x. fo befchaffen wären, daß die 
vorhergehende, durch die nachfolgenden aufgehoben 
wurden, fo toic fih dies in dieſer Form ereignet: 


. EK 
yY * s = $ I 
> A I 
Wenn demnach s: x= Ce befannt geworden, oder 
auch in dieſem Beyſpiel: e 
e ; I" XX] 2X 
4 1X ERE . 7 r ſo wird 
^ 472 
"ilu 12 aa E N 
2 , 2.3 2.4 
6 4 
*: 44A. — 27: 51 — 
CONT de 2.6 


D el * xe 2 
ſeyn, woraus uit; daß uͤberhaupt r : x = —— n FD 


ſeyn werde. , 

3. Die inexplikabeln Faͤlle, mit Logarithmen 
hingegen, gehoͤren zur vorhergehenden Diſſertation; 
denn es wird 
lr: x IA A IB TIC. . . IX ſeyn, 

alſo giebt dieſe Form, wenn ſie mit jener abgehandelten 
verglichen wird, folgende Werthe: 


2 * * 3 e a= B; (3) e; x. 
und 
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und (x) =1 X, alsdann aber ift (x T 1) 21 X's(x: Ta) 

SIX“; a, alfo koͤnnen wir nach beobachteter Ueber: 

einkunft, die bereits abgehandelten Arten, auf gegen⸗ 
waͤrtigen Fall anwenden. 


Er ſte Art, 


in der bie fogarithmen der unendlichſten Faktoren 
verſchwinden, oder dieſe Faktoren mit der Einheit 
aͤquiret worden. 


4. Da wir alſo für dieſe Art, nach eingeführten 
Werthen erhalten: 

I : x c 1A Se IB. 7 10 F iD Toc 

ir CREE 1X — IX —IX'v 2c. 

fo wird, wenn wir bis auf Zahlen hinaufgehen, 
AB EG D 
X/ ya ! ya’ Xv 
weshalb hier keine Beyſpiele gegeben werden, weil bez 
reits mehrere in der Differenzialrechnung, ſind entwi⸗ 
ckelt worden. 


r * . 26, ſeyn. 


Zweyte Art, 
in der die unendlichſten Faktoren unter ſich, gleich 
find, 3 x 


5. Da die Logarithmen derſelben, ebenfalls unter 

ſich gleich ſeyn werden, ſo verſchwinden auch alle erſten 

ifferenzen, folglich wollen wir die §. as. godes 
Form, f anwenden, ſo wird: 


E SE Ti 
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H -ISKA T c 
Ee S Ea ART xIB T xlc T xID e zc. 
e £2. 1X/ Ke d'A EH 
e? wenn man bis auf Zahlen hinaufgehet, fo werden 
wir haben: 1 p 
RX BX B. X CX C x Px 


B zz AX — — . — — 
six; A D x -2 x“ E x^ *; 4€, 


Dritte Art, 


in der die unendlichſten Glieder, eine geometriſche 
Progreßion ausmachen. 


6. Da die Logarithmen dieſer Glieder, eine geome⸗ 
triſche Progreßion, ausmachen, ſo verſchwinden deren 
zweyte Differenzen. Damit wir nun den F. 35. qc 
fundenen Ausdruck, auf dieſen Fall anwenden koͤnnen, 
fo ijt der Kürze wegen zu bemerken, das angeſetzt war 


X — x 2 XX — 
1 ge; und = 


daher wir erhalten 
F pIA 7 pls + pic] 
Ze 
rm ae =p 

LII ic. 
^ — xx — 

HE KKH 
Sum wir hier ferner Kürze halber, 
) —— = m, unb Ne. 


fo werden wir, bis auf Zahlen aufſteigend, dieſen Aus⸗ 
druck erhalten: 


— * 2 
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B" WC, Pir Caf 
Am aN Ca X7^ PAN 

7. Auf dieſe Weiſe hoffe ich, die Lehre von = 
inepplikabeln Funktionen, welche in der Differenzial— 
rechnung nicht genau, und deutlich genung auseinan⸗ 
dergeſetzt worden, faſt ganzlich erſchoͤpft zu haben, fo 
daß man nichts weiter verlangen wird; welches um ſo 
nbtbiger ſchien, da dies Argument bisher, noch von 
niemanden abgehandelt worden war, und von Außer; 
ſter Wichtigkeit, bey Interpolierung der Reihen iſt, 
auch hieraus die Symptome der krummen Linien zu 
erforſchen waren, deren Applikate, durch s 
Funktionen, er 8 


six 2 a; 


9g nmerfungem ` 


Anmerkung má Ze I. Spill. 
2 deir 

ge fen bie Differenzſalgleichung dytyXa mds 
gegeben, in welcher X u. 2 jede Funktion, der ver⸗ 
aͤnderlichen * ausdrucken, ſo ift bekannt de daß man 
die Integration dieſer Gleichung, erhalten kann, wenn 
man y u (ett, woraus ud . diut ag Nd 
= Zdx entſtehet, und wo durch einen geſchickten Werth, 
der Größe u, odere, zwey Glieder gleich Null geſeßt 
werden konnen. Wir wollen daher zdutus X ds 
=o annehmen, fp wird durch die Bibiſton mit 2, du 
C2 ké 
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Tuxdx So werden, folglich = = —Xdx; ; nimmt 
man hiervon das Integral, fo seg lu z xX dx, 
b. inse EE , wenn nehmlich e, gleich der Ba⸗ 
ſis der hoperbeliſchen Logarithmen, angenommen wird. 
Wenn dies geſchehen, ſo wird die gegebene Gleichung 


2d 
in udz 2 dx umgekehrt, und man erhält dz = — 
u 


Xd i 
ei Z dx, 


Z dx 


und durchs ee zes =J 
T Xdx 


fo wie endlich y = u z = 
; d FX d x 

a. Wenn dieſe Methode, fleißig erwogen wird, ſo 
wird daraus deutlich erhellen, daß man dieſelbe mit 
gluͤklichem Erfolge, auf jene Düferensiglgleichungen 
übertragen koͤnne, welche eben diefe Form, als vor⸗ 
hergehende Gleichung haben, vorausgeſetzt, daß ſie 
mit endlichen Differenzen, gegeben werden. 

Es fep folgende Gleichung Ay t MyAx = Nx, 
oder Ay T My = N (wenn nehmlich Ax für die Ein⸗ 
heit genommen wird) in welcher die Groͤßen Mund N, 
die Funktionen jeder veraͤnderlichen x bezeichnen. 
Es ſey zuerſt y= w, fo wird nach biefet Hypo⸗ 
theſe endlicher Differenzen, Ay = uz TzAu f Anda 
po und daher gehet dieſe Gleichung über in: 
wer uz T 2 Au T Audz T Muz = N. 
eum bj vor zwey Gliedern aun Muz = o, fo 


E s Au T. Mu c EEN oder = M. Fur 
die 


D 
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die Integration dieſer Gleichung, nach dieſer Hypo⸗ 
theſe der endlichen Differenz Qu, nehme ich u gel, fo 


erhalte ich ur Au=e E und Gu e iv a) 
woraus SI e ı=—M ober P esca wird; 
8 der Logarithmen At = 1 a — M) und 
hierauf erfolgter Integration, bekommen wir 

t= Zq — M). Es ift aber, wie aus der Anar 
lyſis bekannt, das Aggregat aus den Logarithmen 
mehrerer Zahlen, gleich dem Logarithmus des re: 
dukts, aller dieſer Zahlen; wenn wir alſo durch 
= (1 — M) das ſtetige Produkt, aller in dieſer Forz 
melt — M enthaltenen Größen, ausdruͤcken, fo ent 
ftebet t = le (x — M) unb deshalb u = et Ss 
(Y — M) Durch den bereits genannten beyden, in 
Nichts uͤbergehenden Gliedern, wird die obere Glei⸗ 
chung in uA P Qulu = N verändert, und man 


x erhält Az = TAS (o wie durch das Integriren 


Da aber bereits u = = (1 — M) 


2 = 2 


ur T 

und wenn das nad M nächftfolgende Glied, durch M 

bezeichnet wird, fo femmt ur Au = = a — MY, 
e N - 

alſo auch z = 2 am und weil y = zu, ſo 

wird 


oder wenn irgend eine beftändige Größe ra addiret 


wird, fo erhalten wir: : 
1 
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N 
rum (taz Lo 


Beyſpiele. 
Es ſey die Gleichung yt (xtı)Ayfalaxt 0D 
Aag gegeben, man ſoll den beſondern Werth 
i von y finden. 
Dieſe Gleichung auf die allgemeine Form 
Ayr Mz = N reducirt, giebt 


a(?x + I) 
PERF PEIDO x T 1 
folglich Sn wir 
I a(2x ＋ n. ; 
J ͤĩ»˙̃̃ ² -w ᷣ sa 


demnach wird das Produkt aller Werthe der Formel 


= „die man erhält, wenn in derſelben f att x, 

x 

nach und nach KE — 3; 2, I (ub tiz 
: —1 Xx —2 x—3 

tuiret werden; nehmlich ~ ET 


equ 
t 8 T - 
ſeyn, alſo wird das durch = (1—M) bezeichnete, =—;iener 


S 11 
hingegen durch ei? — M^ ausgedruͤckte, Er 


A 


Folglich bekommt man, durch dieſe ſubſtituirten 
Werthe, in der Gleichung 


; N 
—-g—M(ATZz xc) 


A Zx ZI 
= A = m —— 2 — a -—. 
y [ za (2 x T I= ILE 


Im 
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Im g. 60. aber ward gefunden 2 
Sei es I ex, und & x 2 Xx ce SS 


A i 
alfo wird y = 3 ſeyn. 


3. Nun fey die Gleichung y^ — Ry FT gegeben, 
in welcher 5“ ein Glied bezeichnet, welches. in der 
Reihe der Größen y zunaͤchſt auf y folget: folglich weil 
y S y & , fo gehet die Gleichung, uber in 
Ay TG — Ry = T. Wird diefe Gleichung, mit 
der vorhergehenden verglichen, fo kommt 

ı-REMTEN, 
Man erhält demnach für den Werth der Große y, fol⸗ 
genden Ausdruck: ES 


— SE, 


Wenn R eine beſtändige Groͤße iſt, ſo erhellet, daß 
die Größen «R unb R, nichts anders, als die Po- 
tenzen von K ſind, deren Exponent mit der, in die⸗ 
fer Reihe y, den Ort oder Inder bezeichnenden Zahl, 
der Glieder y und 5“, aͤquiret wird. Es fep alfo m 
dieſe Zahl, oder der Inder des von y beſetzten Orts, 
ſo daß ym eben ſo viel als Y d fo erhält man die 


kierch ym = Rm (^ H 2 T» sit T beftän- 


dig, fo wird 2 —— 2 Tz SE woſelbſt die 
K m ei Km T1 


I 
durch —.—. dargeſtellten Glieder, eine geometri 
KE | 


fhe Progreſſion ausmachen, deren Summe ſogleich 
: gefun⸗ 
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gefunden wird; dieſe Summe von x anfangen, ard 
$ genannt; h 
FTT ti s, 
p man mit R, fo erhält man: 
SE 


Aus Sc 8 entſtehet 
; i Rm — 1 
ae en. 


| 


unb alsdann Kr 
KR — 
yne Ra (AT T. NN SS oder 


: KC Ae ` ` "ur VI Mme Í 


Damit wir nun auch zeigen, daß durch den gefunde⸗ 
nen Werth von y, allen Bedingungen der gegebenen 


Ak, 
Gleichung y = Ry t T, oder E T = Rym OT 
Genuͤge geleiſtet wird, fo ift nichts weiter noͤthig, 
als die gefundene Formel, durch K zu multipliziren, 
und die Groͤße T zu 2 wodurch man den 
Ausdruck 


mtr 
AR ta Ee T 
bekommt, welcher auf 
mf 1 
mti R mo 
AX TIS RAI 


gebracht wied, und diefer ift in der That der Werth, 
wel⸗ 
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welcher die allgemeine Formel, fuͤr das Glied P" Pus 
waͤhret. 

4. Nach der nunmehr dargeſtellten Methode 
jede Differenzialgleichung, die aus endlichen Diffe⸗ 
renzen beſtehet, zu integriren, welche unter der allge⸗ 
meinen Form A y T My = N begriffen ift, ift bloß 
noch übrig, daß wir bis zur Integration anderer 
Gleichungen, die von eben derſelben abhängen, fort 
ſchreiten. Es hat aber bereits d'Alembert, in den 
Memoiren der berliniſchen Akademie bewieſen, daß 

alle Differenzialgleichungen, die aus den eee 
kleinen Differenzen dieſer Form beſtehen: 

(à) yip ETT Ns 
wo A, B, C ꝛc. beftändige prr e. unb x eine 
jede Funktion von x ift, auf diefe einfachere Glei⸗ 
chung, 


3. „ 


wo H beftändig, unb V eine Funktion von x iſt, ge⸗ 
bracht und verwandelt werden koͤnnen. Dieſe Glei⸗ 
chung ift in der That, mit jener einerley, welche wir 
ebenfalls unter vorausgeſetzten, endlichen Differenzen, 
zu integriren gelehret haben. Wenn alfo bie d'Alem⸗ 
bertſche Methode auch auf die Gleichungen endli⸗ 
cher Differenzen, angewendet werden kann, ſo iſt es 
gleichfalls erlaubt, jede Gleichung, unter eben dieſer 
Dypotheſe endlicher Differenzen, zu integriren, als: 

YT^AAy TRBAAy TOC A y tic m x, 
und folglich auch die Gleichung diefer Form: 

Y TPytTQy^"*;... c. X 


welche 


42 Anm: zu Eulers Differenzialrechnung. 


welche mit Recht, Für, eine allgemeine Formel, der 
wiederkehrenden Reihen „ gehalten werden kann. 
Dieſe ſinnreiche d' Alembertſche Methode, die man die 
Methode der unbeſtimmten Coeffizienten 
SCH iſt in dieſer enthalten: man nimmt nehmlich; 


e e 

P entſtehen die Gleichungen: 

gl Ai D pua bis ins 
Gg ge Ge dx . ? 


Alsdann werden dieſe einzelnen Gleichungen, auf un⸗ 
beſtimmte Coeffizienten a, b, e c. gebracht, damit 
daraus entſtehe; - 


* "ad bap cd 
s . wee zen er — coii 


* Add we 


Dieſe letztern hingegen, werden zur Gleichung (9 
addirt, die, wenn fie nicht über die Differenzen, der 
Veraͤnderlichen y hinausgehet, nach erfolgten Sub: 
; ee in folgende verwandelt wird: 


SytG t5» — err ex. 


Auf der erfien Seite dieſer Gleichung, wollen wir 
jetzt den einen Theil i 

y tat de tO 4 ba 
unter a gebracht annehmen, und ihn als ein Multi⸗ 
plum des Integrals, des andern Theils ad y "bin 
— Gdg betrachten, oder welches eben fo viel ift, als 


bd Cd 
5 Ter TT amy 


daher entſpringen aus der NIU der einan⸗ 
der entſprechenden Glieder, die Gleichheiten : 
A T a 
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b - * 
1B IT b — 
A T a á , T \ : ai 
hieraus erhalten wir: , 
el — B Aa * a*, unda aa T Ba f Co. > 
= * 


Die Wurzeln dieſer Gleichung a Aa T Ba TO Do 
geben drey verſchiedene Werthe von a, welche den er⸗ 
forderlichen Bedingungen, gleichfalls Genüge fone, 
Nun fey E 


RER e EA 
alsdenn verändere man die gefundene Gleichung (B) in 
adz zdx. Xdx 
2 ——— —, oder dz — — == 
dx 42 


ſo werden wir nach geſchehener Vergleichung, * 
Gleichung $. x. dy T y Pax = Zd x (wo zur Ver⸗ 
meidung der Weitſchweifigkeit, X iu P verändert -— 
M 


" UR 
fm x woraus alsdann folgt 
„ ^ ce, 
x = 
— — Xd x 
2 £z e "s x 


Nun benenne ich a^, a, a^^, als drey unterſchiedene 
Werthe von a, und b/, b“, b, als andere Werthe 
von b, welche mit den erſtern gleichnahmig ſind; 
endlich z^ 2½, zZ die Werthe der veraͤnderlichen 
Groͤße 2, welche durch die Stellen a“, a^^, a" umfaſ⸗ 
ſet werden. Hieraus fließen folgende drey Gleichungen: 

yt 
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yrarı)pr@rb)g= 7 
y T (A T a^) p T (B T b^) q — 2“ 
y T (A T a") p T (B T b) q = Z" 
Werden hierauf aus dieſen drey Gleichungen, die 
Größen p unb q eliminirt, fo findet man den 
Werth von y, der in folgender Gleichung dargestellt 
wird: 

y 12 t 62" HZ 
wo F, G, Ht, beftändige Größen find / bie von jenem 
A, B, ai, a^, ae. abhangen. 

5. Aus ber bisher erwogenen Methode, erhellet 
deutlich, daß jede, aus weit mehrern Gliedern er⸗ 
wachſene Gleichung, als gegenwaͤrtige: 

Ady se Cd y Dd'y  Ed'y 

Ll iL uL da. dal ia 
gleichfalls Agent und daraus erhalten werden 
eise 

= FZ’ + GZ“ + HZ/ t JZ“ * Kzu, 
wo bie Soa Z’, ZU, 1c. ſolche Funktionen von X u. x 
ſind, ſo daß 


"E 


=X 


ae 


wenn für a die fünf Wurzeln a^, a^^, a^^, ar, attri, 

folgender Gleichung fubftituitet worden: 
a' T Aa [Ba T Ca' p Da f E S o. 

Allein weit nuͤtzlicher und vortheilhafter iſt es, wenn 

dieſe Methode, auch auf Gleichungen angewendet 

wird, die aus endlichen Differenzen beſtehen. 


6. Es 
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6. Es ſey alſo folgende, eine endliche Differen⸗ 

zialgleichung der fuͤnften Ordnung, als 

ytAaAAytTBAytcAyTDAYyFEAy—X 
man fete 

Ay D; AHP = A= s, 
damit die Gleichheiten 
p—Ayzo; ; q—Apzz0; r—Ag=o; sten 
herauskommen. 

Dieſe mit den unbeſtimmten Eoeffalenten a, b, c, d, 

multiplizirt, giebt ; 

ap—aAyzzo; bg—bAp=o ; cr—cAq=0; 

ds—d/Arcz o. 

Zu diefer vorgegebenen Gleichung, werden ad Sub⸗ 
ſtituirung, der fuͤr die Differenzen von x, angenom⸗ 
menen Werthe, die jetzt gefundenen Gleichheiten ad⸗ 
diret; wenn dies geſchehen, ſo entſtehet die Gleichung: 

11 ta pT GTD qat CHo) ri tds 

— a Ay—bAp— -= dA f E AS XN 
dieſen Theil der Gleichung 

ytata)pt @tb)at (CFO rt wies 
ſetze man gleich dem andern differenziirt, Theile 

a Ay T bAp TC AATGATTr - EAS 


wenn man dieſen durch — a dividiret, ſo wird 

AyTtAt2AptGTDAqt(CTOA:rtOTOAs- 
b. dAr EAs 

daher PEE durch Vergleichung der homologen 

Glieder, dieſe Gleichheiten: 


Sins üb; 1 Cie) 3 Did m— L2 


aus bolus vermoͤge der gewohnlichen Eliminirung, 
die Gleichung des fünften SE entfpringt 


P 
a 
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a T Aat p Ba' T ca- f Da TE; 
Dieſe gna cac geben fünf unterſchiedene Werthe 
vn a t 
a^ que 2, are, av. Nun nehwe man 
ytetost Tb) qt cto rT(Dtd)scz 
desgleichen ; 
Ar ine Ant at) rei) gege c 


d 
b Ki -— — — — 

| Ayt : Apt 1 Agt : Ar = As 
woraus bie Gleichung: 

2 — a A dE das iſt A 2 Sek =——, 
und zwar von eben ber Form A y t My = N als 
die vorhergehende entſtehet, ($. 2.) wo aus der Berz 
gleichung der homologen Glieder, 


er X 


hergeleitet wi. Weshalb z =s e | maf 


T Coni Tz — $ 5) erfolgt 


Und weil a. beſtändig iſt, ſo wird SS 

D Gs m ES e 

IER E, 

bier bezeichnet m, wie vorher den Inder des Orts, 
welcher von dem Gliede 2, in der Reihe ber Groͤ⸗ 
ßen 2, beſetzt if. Wenn X eine beftändige Größe 
iſt, ſo erhalten wir durch den Ausdruck der Summe, 
der gromemjden Prügseflion, 


at 1:525) 5o * 
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am 


(en N 


[ET (n) 


Da aber a fünf verſchiedene Werthe a^, “/, a^, a/v, av 
beſitzt, fo entftehen, wenn diefe Werthe, in der gef mz 
denen Formel, an deren Stelle geſetzt werden, eben 
fo viele Werthe, von Zw, welche ſaͤmmtlich Hinreichen: 
vermbge dieſes durch Z/, Z^, Z^", Z'v, Zw bezeich ne⸗ 
ten, erhalten wir folgende fuͤnf Gleichungen: 


yt(Ata )pT(Btb' Jatte Jeita js 2 
Yt ta^ ptt Jat Cte itO t d^ )se 2^ 
"tat WE d sm z 
EEN T(DTdv)sz3z 
TDG Tbv )q T(C Tcv) r T(DT dv lesen Zv 
Alsdann werden hieraus, nach den bekannten Re⸗ 
geln, die Groͤßen p, q, r, s eliminitt , worauf man 
zu der Gleichung dieſer Form 

y = FZ, GZ“ $ HZ% 4 JZ/v 4 Kzv 
gelangt, in welcher F, G, H, J, K beſtaͤndige Grz 
ßen ſind, welche von den bekannten Größen e dieſer 
Gleichungen abhaͤngen, 

7. Es ſey folgende Gleichung gegeben : 

: y! KA KR p OY ese CT x, = X, 
bey welcher y, r %%, 20. Glieder bezeichnen „die 
"uf einander in der Reihe der Größen y; zunächtt 
folgen, fe ir klar, daß 


z 


ZU 


y“ 
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5" eg tAy' 
BT TAy" =y AY OD NTA 
TAY 
V N AN TTA NN 
ö N TAY) 
=y ANTON 
und ſo ferner von den übrigen. Hieraus ergiebt (ib, 
daß man die gegebene Gleichung, auf die Form dez 
ter, welche wir vorhin unterſucht haben, zuruͤckbrin⸗ 
gen koͤnne. Um aber deſto leichter, und geſchwinder, 
dieſe Gleichung auf die wiederkehrenden Reihen, an⸗ 
zuwenden, fo ift es vortheilhaft, die Glieder y', y”, 
sii, ꝛc. in verkehrter Ordnung zu betrachten, damit 
mand erhalte y" TA y! £y; y TA y^ 2 y"; y 
TA y'sim y'", 2c. und die Exponenten ^, ^, 4,20. die, 
die Entfernung jedes beliebigen Gliedes, vom letztern 
„ bezeichnen mia, Man fege y" p, fo wird 
= e pi ſeyn; es fep ferner p^ = q', p^ = , 
ai zz ri, alfo auch d'et — 8“. Hieraus entſte⸗ 
hen die Gleichheiten y“ = „ = g; ER 
yv =, y, = d, Wenn nun die Werthe, in der 
vorgegebenen Gleichung, an deren Stelle geſetzt wer⸗ 
den, ſo gehet ſelbige in dieſe über: 
o d E dE en) Ee Ce X. 
Wenn nun die Gleichungen 
P (yo; q p“ o; 9“ o; S'om r“ c0 
mit den unbeſtimmten Coeffizienten a, b, c, d, ein 
zeln multipliciret, und diefe dem Gebrauch nach, zuk 
Gleichung (A) hinzu addiret werden ſo findet man 
folgende; 
yi Oi2spqGtTDat(GCtortQOorgszex 
à y ech Bi pd mdr“ FES“ 
Bey 
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Bey dem erſten Theil dieſer Gleichung 
Y t(AT2p't GTD“ T(C tor Ochs, 
gehen die abwechſelnden Glieder, in bie naͤchſt pors 
hergehenden uͤber, ſo daß 
yt top TOT“ CHANFOD: š 
wird; udiefe Größe fege man, gleich dem andern 
Theile, durch a dividirt, oder 


yp tia tí tum st, 
fo erhält man nach aͤquirten, Kumolägen Coefficienten, R 
die Gleichungen 

‚b! d ^ . 
atasi; db actes ora, 
aus denen „ wie in der vorigen vom fünften Grabe, 
bie Gleichung: 

a* 4 Aa. F Ba’ T Ca’ T Daf bes e b 
herausgebracht wird; deren Wurzeln durch a^, al, al, 
alu, av, bezeichnet werden. Nimmt man nun 4 

Zcy Tto p TTE FC TO r^t (D 19) 5*, 
fo gehet die vorgegebene Gleichung, in diefe über: 
2. — az" , welche (wegen 2 = 2" TA z7) As 
(1—2)z"zcX wird. Vergleicht man nun dieſe, mit 
der Gleichung 5.43. fo entſtehek 

; Xm £5 RE EC 
folglich toirb fie wegen 

X 
am za am (Conſt. t z EID 


wo m den Ort RER der bon dem Gliede zm, 
in der Reihe derſelben 2 eingenommen ward. Da 
aber anſtatt a, durch Stellvertretungen, die einzelnen 

D l Wur⸗ 
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Wurzeln a’, af" re., ſubſtituiret werden koͤnnen, fo 
folgt hieraus, daß fünf verſchiedene Werthe der Griz 
ße zm, welche durch Z^; ZU, 2, Z'v, zv ausgedruͤckt 
find, entſpringen, und alsdann folgende fünf Glei⸗ 
chungen, hervorgebracht werden: l 


oa 
>= 


* = us (ap d) 4 4 ( 19) E ub ( 4 a) T ud (ar I V) T el 
aZ us (% 1 d) T u (% 19) T ub (% p d) 4 ud (% 1 V) md 
2 = (O I (4) 4 ab ( 4 90 4 d (% v T „ 


5/23 = u$ GP 1 q) i ud La +d A ub Gaa i ai $ ud AS i y) lI 
„2 SS us (/p A oO lu (,2 4 00 + ub (% oi 4 ud („% ly) T u 
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Werden ferner die Größen pm, am, rm, sm aus benz 
ſelben eliminirt, ſo bekommt man die Formel: 
y" e FZ 4 GZ" HZ“, t JZ^* t KZv, worinnen 
F, G; H zc. beftárbige find, welche durch Verglei⸗ 
chung, eben fo vieler Glieder der Reihe derſelben y, 
beſtimmt werden muͤſſen. 

8. Wenn x eine beftändige Groͤße ift, fo wird die 
($. 7.) durch 


H 


mTI 
‚af 


ausgedruͤckte Summe, 

r 
am (a— I) 
und wenn die durch L benannte beſtändige Größe, der 
Integration, hinzu gefuͤgt wird, 5 erlangen wir endlich 
— 1 


X 


2 = l an 4 X D 
Ao cm 5n 


woraus ſogleich bie Werthe Z^, Z^, Z^, ac. erhalten 

werden, wenn jum wenigſten ſtatt a, die gefunde— 
nen Wutzeln a^, a^, a^^, at. ſubſtituiret werden. 

9. Aus dem bisher geſagten, wird folgender, 
allgemeiner Lehrſatz abgeleitet: 
In der Gleichung 
yup Ay at By? pu wed; WIN 
wo die Exponenten y berfelben, die von y 
beſetzten Oerter bezeichnen, fo wie durch 
die gefundenen Wurzeln, a, a^, a^ x ur 
Gleichung 

C, WR Aan- J Ban-? pe = 
erhält man überhaupt: 


$2 y 
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uer. mec — 


iC. 
ST: X eine Kart? Größe war, fo ergiebt ſich 
die Gleichung: 
ym == & (Fan } Ze: T3451 Jens T Kaum puc) 


a/m — I m— 1 a/m—] avm — f 
Ir 0 e UT 


F E : — ne] 


War hingegen X = o, fo konnte die beſtaͤndige +, 
unterdrückt werden, und wir bekommen die einfachere 
Gleichung 

ym = Fa/m Cam Ham ꝙ qa (vm q Kavm Tic. 
welche das allgemeine Glied der Reihe dererſelben y 
giebt, nehmlich der Reihe 
am T Aym =? T By m- T cy ms T Dy me- mp. = o, 
die in der That, nichts anders, als eine tieberfcf- 
rende Reihe, deren Beziehungs- Scale 

—A—B-—GC—D-Ec-—x. if. 

10. Dies ift alfo die Theorie der wiederkehren⸗ 
den Reihen, in Beziehung auf die Fundamente, der 
„Differenzialrechnung, welche aus den reinſten Grund⸗ 
fügen, geradezu hergenommen ij, indem ſie vorher, 
auf gänzlich indirekten Methoden, und fremden No⸗ 
tionen, beruhete, die von weitem her abgeleitet wa⸗ 
ren. 
4 


Dier 


D + 
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Dieſe ganz vortrefliche Lehre, wollen wir wegen 
ihres großen Nutzens, und Gebrauchs in der geſamm⸗ 
ten Analyſis, durch einige Beyſpiele erläutern, und 
den Faͤhigkeiten der Anfaͤnger angemeſſen, darſtellen. 


Erſtes Beyſpiel. 

Es foll das allgemeine Glied einer wie 
derkehrenden S effe, der zweiten Ordnung, 
I Tau Tau' Gu“ T 10w t 22 u“ 4 42u* f 86 u' t:e. 
gefunden werden, welche ſaus der Gnttoiz 
ckelung des Rationalbruches 

1 — u , 
1-2 u, entfpringt. 
Aus der Benennung des allgemeinen Gliedes durch 
. y", der Zahlenreihe 1, o, 2, 2, 6, 10 x. und den 
zwey Gliedern y^, y, welche demſelben y^ naͤchſt vor⸗ 
hergehen, erhält man y^^ =y T 2 y, wenn nemz 
lih 1 * 2 als Beziehungs + Scale vorhanden 
ift. Nun wird wegen y =y T Ay, unb y" = y 
2 Ay TA, die Gleichung y^ = y 1 2 y, 
in dieſe, y T 2 At ZV yz23y T A y umge 
kehrt, woraus uo 
(A) y—łAy— yy s entſtehet. 
Alsdann nehme man A y — p, und nach erfolgter 
Multiplikation, mit dem unbeſtimmten Coeffizienten az 
verbinde man die Gleichheit a p — a A y S o, 
dieſe abbire man zur Gleichung (A) wenn p ftatt 
und Ap ſtatt A? y ſubſtituiret worden, fo be: 
kommt man hieraus, die Gleichung 
a r- pa AY pro. 


Es 
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Es fe) ferner, der Theil dieſer Gleichung y T (a— Hp, 
gleich dem Integral des andern Theils — a Ay 
— 4 d p, durch — a dividirt, das iſt, es fep 
4 zx ws Pi 
IE SES 
daher erfolgt aus der Vergleichung der Glieder 
— 


Cea Ep poss 


nemlich Y 


x : 
"mom e, ferner a“ S 1, a em f. 


a 
Setzt man nun z = y t (a — 2 p, fo gehet bie 
Gleichung (B) in 2 —a A 2o, oder A z --= 0, 


> úber, die, wenn ſie mit jener ($.3)AyFa—R)y=T, 
verglichen wird, 


1 ; wer : 

Teo, IRA A. oder R = ——, y z z giebt, 
Folglich ift 
zm = Rm & KS zc 4 

: m ` 

D R 4 
und hinwiederum 
4^ 
zm =" I 3 Es (x 1)m B. 


a^ Tr 


At am A, 


Es iſt aber zu = ym TG YP un E pz 
und ferner zm = ym (a“ — ) p ym — p. 
Alſo wenn die zwey gefundenen Werthe, fuͤr zm ſub⸗ 
ſtituiret werden, ſo entſtehen zwey Gleichungen 

2m A = ym ip, (— I) mB D ym — p, 
aus denen, wenn p eliminist wird, diefe erfolgt: 


yR 
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A du V LR Dm. 

3 
Alsdann beftimme man, je zwey willkuͤhrlich beſtaͤn⸗ 
dige Groͤßen A, B, und zwar, daß nach der Hypo⸗ 
theſe m So, y=ı und der Hypotheſe m 1, yzze 
wird, ſo erlangen wir zwey Gleichungen 


2 ATB 4A—B 
r 3 


yn es 


diefe geben A = 3$, B = 2. Mithin das verlangte 
allgemeine Glied 
2 m — m ` 
RRA um ſeyn wird. 
Da die Aufgaben, welche zur Analyſe der Gluͤcksfaͤlle 
oder zur Berechnung der Wahrſcheinlichkeit, bey 
Spielen gehoͤren, aus der Theorie dieſer endlichen 
Differenzialgleichungen, fließen und direkte Aufloͤſun⸗ 
gen erhalten, fo wollen wir nur zwey Veyſpiele vorz 
tragen, welche aus dem Brettſpiele hergenommen 
find; 


Zweytes Beyſpiel. 

A fpielet mit B, das von den Franzoſen 
fogenannte à Croix ou pile (im deutſchen: 
Muͤnz oder Flach, welches vermittelſt einer, 
in die Höhe geworfenen Münze geſchiehet, 
wovon die eine Seite berfefbemeroix, die 
andere aber pile heißt.) unter folgenden 
Bedingungen: daß wenn A beym erſten 

urf, croix hat, derſelbe von B zwey Gui 
den empfängt z fallt aber auf den andern 

Wurf 
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Wurf croix, fo bekommt er von B 4 Gulden, 
beym dritten 8; beym sten aber 2 * Guk 
den. Es frägt ſich alſo, welche Erwartung 
A habe, d. i. wie viel A an B, vor dem Spie⸗ 
le geben muͤſſe, wenn beyder Gluͤck gleich 
ſey. Sa ; 
7 Es bezeichne yx die Anzahl der Gulden, twel 
che A voraus bezahlen folíte, fo wie x die Zahl der 
Würfe. Wenn x um die Einheit vermehret wird, fo 
daß das von A, vor dem Spiel zu bezahlende Geld, 
oder die Erwartung von A, durch y er ausgedrückt 


wird, fo ift klar, daß das Geld E um der Zahl 


der Gulden 2 a nad der 3 
ewe daſſelbe nach bem (x T 1) ten Wurfe zu gewin⸗ 
D € 


4 : 
nen, vermehrt werden muß. Wir bekommen daher die 
Gleichung: * 
N xfi : 
;... 
DTU r 
diefe zu integriren, nehmen wir die Formel y^ = 
R3 1. M bekommt man durch die Verbindung 
der Glieder: "aera > 
Ee Was eg EE 
Daher das verlangte Integral, gefunden wird: 
Gi T 
y= 3 LN R (^1 2 Drs. 1A x. 
Die willkuͤhrlich beftändige Groͤße A, wird bez 
fimmt, wenn x =, geſetzt wird, woraus man 
; au genz 


t 
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augenſcheinlich, die Erwartung y Sn erhalt und 
alfo ift A f x = rober A So. Folglich ift y „aa 


nemlich die Zahl ber von A zu bezahlenden Gulden 
= x. W. 3. E. W. An dieſem weit beruͤhmten Pro: 
blem, haben die groͤßten Mathematiker unſeres Zeit⸗ 
alters, ein Daniel Bernoulli, la Fontaine, 
D' Alembert, La Place, um die Wette gearbeitet 
welche aus den hieraus abgeleiteten, ſinnreichen 
Spekulationen, die Berechnung der Wahrſcheinlich— 
keiten, bewundernswuͤrdig erläutert haben. 


Drittes Beyſpiel. 

Es greift jemand aus einem Haufen : 
Münzen, oder kleiner Brettſteinchen, be 
ren Anzahl x iſt, eine unbekannte Menge 


derſelben; es fraͤgt fid alfo wie hoch die 


Wahrſcheinlichkeit fep, ob diefe gegräffene 
Menge, gerade oder ungerade war. 


Man nenne y die Summe der "Fälle, unter wel⸗ 


chen die gegriffene Menge gerade, und z die Cum: 


me der Falle, unter denen fie ungerade ſeyn koͤnne. 
Geſetzt der Haufen x, werde um die Einheit vermeh— 
ret, fo giebt y^, die Summe der geraden Fälle, und 
das wird y/ = y T z ſeyn, bis daß jeder ungerade 
Fall, mit einer neuen Zahl verbunden, einen gera 
den Fall angiebt. Ferner 2“ bedeute die Summe der 
ungeraden Fälle, und weil jeder gerade Fall, ver: 
bunden mit der hinzugefuͤgten Zahl, ungerade wird, 
auch die dazu addirte Einheit ungerade iſt, fo wird 


245 — 
2 S 
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z =z Ty ſeyn. Die erſte Gleichung aber, ift 
nichts anders, als A y = z, Die zweite nichts anz 
ders, als A2 zy T rx. Folglich A y zm I oder 
y'"-—2y'Tty-y.ti,alfoy" 22 y' Tz, oder 
welches auf eins hinauslaͤuft y^ 22: 2 y T x. Aus 
der Vergleichung dieſer Gleichung, mit. der allge: 
meinen y^ = R. y T T, wird R -2, T — 1 gefun⸗ 
den, daher man 


—15, 
yzAR PTS CEN = A2% F2% mr = (A F 1)2*— IE 


erhalten wird. ? 
Da nun x = x fo wird y-o Alſo 2A = i 
— 2, unb A=— 35; und daher Itens y = a2x-*— y, 
Utens 2 = Ay = * — 1 = 2X7'— ax - t 
1 = 2* (1—3)-2*-'. Mithin die Summe 
aller wahrſcheinlichen Falle, y Tz = 2%- 1 1 
2x 2 — Te alfo wird hieraus die wahrſchein⸗ 

lichkeit der geraden Faͤlle 

2x "I 
pren -—i 
fuͤr die ungraden aber 
y get 


yTz 2 — 1 
gefunden. W. z. E. W. 

Die Prüfung dieſes Problems, welche Mair au 
in der Geſchichte der Pariſer Akademie, vom Jahr 
1728 angeſtellt hat, ift zwar äußert fein und finn- 
reich, allein in der genauern Unterfuhung deſſelben, 
hat dieſer fonft gelehrte Mann, nicht forgfältig gez 
nung verfahren. 


TE; Außer 


P 
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II. Außer der bisher dargeſtellten Methode, die 
Lehre der wiederkehrenden Reihen, auf die Integra⸗ 
tion der lineariſchen Gleichungen, die aus endlichen 
Differenzen beſtehen, zuruͤckzufuͤhren, hat der ſcharf— 
ſinnige Geometer, de la Grange in den Memoiren der 
berliniſchen Akademie, jür das Jahr 1775, eine weit 
einfachere und vortreflichere angegeben, welche unter 
allen Methoden, in der That die bequemſte und ge— 
ſchwindeſte iſt, beſonders in den Beyſpielen, in welchen 
die Wurzeln der Gleichung, unbeſtimmten Coeffizien⸗ 
ten, als gleich gefunden werden, die ich kuͤrzlich hier 
vorzutragen, am gelegentlichſten erachte. 
Folgendes fep die wiederkehrende generiſche Reihe: 
Yo Ter Yan Ya ++» Dal E Y uf T2 DLE Y. Ac 
deren allgemeines Glied Yx ift. Ich nehme an, daß 
die lineariſche Beziehungs- Gleichung zwiſchen den 
ſucceſſiven Gliedern t 1 1, dieſe fe: 
(A) N r 


und zwar, daß t die Ordnung der wiederkehrenden 
Reihe, fep, und A, B, C... k, hingegen, jede 
beſtaͤndige Coeffizienten bedeuten. Hiermit ift bereits, 
die Sache ſo weit abgemacht, daß dieſe lineariſche, 
endliche Differenzialgleichung, integriret, oder wel— 
ches eben ſo viel iſt, daß der analytiſche Werth, des 
allgemeinen Gliedes yx, in bet, gegebenen Reihe ge— 
geben werden kann. ) 
Um dies zu erreichen, ſey Yx = azx, wo a,z imz 
beſtimmte, beftánbige Größen find; folglich wird 


un * a 017 
* TY IIa 316 


woraus 
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woraus alsdenn, nach erfolgten Subſtitutionen, die 
a umgefehret wird in 


"4 Baz“ 3S E 883 Kaz 
oder (vermittelſt der Diviſion durch a2 ) in 
(B) AT B T C . f Ket - zt o. 
Aus dieſer Gleichung ift klar, Itens daß der 
Coeffizient a, welcher in derſelben verlangt wird, 
willẽuͤhrlich fe. 
lltens daß fie fo viele beſtimmte Werthe, von x 
beſitze, als Einheiten der Inder t hat. Dieſe Werthe 
2, oder die Wurzeln der Gleichung, bezeichne ich 
durch , ©, v ꝛc.; werden nun auch unterſchie— 
bene, willkuͤhrliche Eoeffizienten a, b, c ic. genom: 
men, ſo entſtehen ebenſoviel, unterſchiedene Werthe 
von Yx, nehmlich aex, bes, eyx, ꝛc., welche ſowohl 
einzeln fuͤr ſich, als alle zuſammen, der lineariſchen 
Gleichung (A) Genuͤge leiſten. Man erhaͤlt alſo in 
allem : 
Yx == äert bës f yet ꝛc. 
Und weil hier der Werth der Größe Yx, die beftän: 
digen willkuͤhrlichen a, b, c 2c. unter der Zahl t um: 
faßt, fo wird derſelbe daher, das vollftändige Inte⸗ 
gral, der endlichen Differenzialgleichung (A) ſeyn, 
welche zur Ordnung t gehoͤret. Die Werthe dieſer 
beſtaͤndigen Größen a, b, c ?c. hingegen, werden gez 
funden, wenn man ber veränderlichen x, die nach 
und nach folgende Werthe o, I, 2, 3, 4 X. giebt, 
und ſie mit dem angenommenen Ausdruck, des allge⸗ 
meinen Gliedes yx, nach den Hypotheſen von x, mit 
den A am Gliedern der Reihe, die ſtets bekannt fepn 
muͤſſen 


Kt —1 n 42 1. 


So, 
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muͤſſen, vergleicht. Aus bieten Vergleichungen, entz 
ſpringen alsdann, ehen ſo viele Gleichungen, als 
beftändige Größen, a, b, c ax. find, welche auf 
diefe Art, durch die Funktionen ye, Yar Ya, ꝛc. und 
durch die Wurzeln e, C, y 2c. zu finden find, 


12. In der Hypotheſe t — 1, darf nur eine 
Wurzel der Beziehungs = Gleichung, (B) ſeyn, fo 
wird das allgemeine Glied, fuͤr dieſe Hypotheſe 
Yx ax, daher, wenn x = o genommen wird, 
y. = a a, und alfo Yx = ye ax herauskommt. 


In der Hypotheſe t = 2, wird wegen der bey: 
den Wurzeln der Gleichung „ € Yx, = aax T bex, 
Weshalb wenn x = o, und x = x genommen wird, 
zwey Gleichungen y, ea Fb; y, = ge T be erfol- 
gen, aus denen die Werthe der unbeſtimmten Grå- 
ßen a, b, auf folgende Weiſe gefunden werden: 


Es fey t = 3, dem in der Hypotheſe das allgemei⸗ 
ne Glied yx = aex T bex + cyx entſpricht. Nimmt 
man nun jucceſſiv x = o, e I, Xx = 2, fo erhält 
man drey Gleichungen: 

y. Safbfe; yam a be f ex; v a T Viez? 
aus denen nad) ben befannten Regeln bet Algebra, 
endlich 


= eyyo— (e T y) y: P d Ya. b evys— bye tys. 


Urges qe eps (um um 
ën gg f ce ord evocare 
(y — a) (y — £) 


hergeleitet wird. Auf gleiche Weiſe, wenn t = 4; 
3 die 
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9 die vierte Wurzel, der Beziehungs-Gleichung (B) 
und feine willkuͤhrlich beſtaͤndige Groͤße ift, fo wird 
" der Gliede entſprechend. 


Vr = aax T bex T cy fo, 
wird nun ſucceſſiv 
* O, x , Xx 2, 2 3 
genommen, ſo erhalten wir 4 Gleichungen 
y = a Tb fc tf : 
y = a T be tc FR Ss 
wt EN Tbe T ey ER : 
ys mau f be f T... 
Aus dieſen werden ferner die willkuͤhrlich, beftändi- 
gen Groͤßen a, b, e, /, wie folget, gefunden. 
isa Gy, t (Gy 10 t 93) AN CH LEITER t y: 
la ) Le — y) ( — ?) 
es eee 
(6 — 4) (6€ — 3) (€ — 3) 
ff ee (GE) y. y, 
Zë) (v = 6) (v — 9) 
Pu «evy T (a6 Feyter) y» — Ce ey) Ys T Y» 
AU looi = A = i = 


13. Die Rechnung, fuͤr die Beſtimmung der Wer⸗ 
the, der willkuͤhrlich, beſtaͤndigen Größen a, b, c, fıc. 
zu vermeiden, dient folgendes: es ſey: 

() stb pzt - T qzt - f TgfK-o 
die Gleichung der ungleichen Wurzeln: e, €, v, , 0 
welche deiſer andere 

Gel (2 — 6) (z — al D 3)... aee 
gleich ift; das letzteren Glied K aͤquire man, mit 
"m Produkt dieſer Wurzeln, negativ genommen. 

Iſt 
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St K = (= (- e) .. . (-e) fo wird das 
Produkt pofitio ſeyn, wenn die Zahl der Wurzeln 
gerade, negativ, wenn ſie ungerade iſt. Wird hinge⸗ 
gen dies Produkt, durch einen dieſer Faktoren — a, 
— e c. es fep welcher es wolle, dividirt, fo entſteht 
ein poſitiver Quotient, wenn die Zahl der Wurzeln 
ungerad war, ein negativer, wenn ſie gerade iſt. 
Nach erwägung der Coeffizienten des Gliedes Yo, in 
dem Werth von a, findet man fuͤr die verſchiedenen 
Hypotheſen, des Inder t, die Sache nach folgenden 
Schema: 
Indices, Loeffizienten des Gliedes Sai 


t=1 1 
=2 —€ 
12 3 , e» 
"rss 4 — yò 

1C. ic 


Deshalb wird der Coeffizient von ye, nach bem Werth 

der willkuͤhrlich, beſtaͤndigen Groͤße a, im Allgemei⸗ 

nen SS ſeyn, und wegen der Aehnlichkeit des Coef— 
— } 

fijienten, von yo, nach dem folgenden Werthe, der 

übrigen beſtaͤndigen Größen b, c, f ac. "D ber Goefz 


Sent ſelbſt, im Werth von b durch — im Werth 


von c durch — ausgedrückt. Man aͤquirt nehmlich 


demſelben, mit dem Produkt aller Wurzeln der Glei⸗ 
chung (C), negativ genommen, mit Weglaſſung jener, 
die durch den zu findenden Coeffizienten, multiplizirt 
wird. 


14. Die 
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14. Die oben angefuͤhrten Beyſpiele, zeigen die Re⸗ 
gel, deren die Coeffizienten der Glieder yay ya, ys dc. be⸗ 
ſtaͤndig unterworfen ſind. Und zwar treten die Zeichen, 
wechſelsweiſe hervor, ſo daß wenn der Coeffizient des 
Gliedes yo, pofitib, er negativ in y: wird; daher 
der poſitive in ya ic. wieder zuruͤckkehrt; das Gez 
gentheil aber erfolgt, wo der Coeffizient des Gliedes 
ys als negativ epíftítt. Geſetzt es wäre z. B. der 
Coeffizient des Gliedes yo, ein Produkt von, drey 
Faktoren — 6, — y, — 8 im Werth der beftändigen 
Größe a, fo wird der Coeffizient des Gliedes y, das 
Aggregat je zwey und zwey, welche aus dieſen drey Fakto⸗ 
ren entſtehen können, und der Coeffizient des Gliedes 
ya; wird das Aggregat der Faktoren — , — v, — 2, 
und endlich wird die Einheit, der Coeffizienten des 
letztern Gliedes, y, ſeyn. Auf dieſe Weiſe, wird 
nach die in der Gleichung (C) angenommenen, fünf 
ungleichen Wurzeln e, 6, v, dr *, der Coeffizient des 
Gliedes y, = Erde, der Coeffizient des Gliedes 

yi, — (Erd + en + ede T 20.1) 
der Coeffizient des Gliedes 5 

5 = ey TO TO T N T * T z 
der Coeffizient des Gliedes 
| y ff; 
endlich aber der Coeffizient des letztern 

y4 = 1 u , 
ſeyn. Eben fo werden wir, die Coeffizienten der 
Glieder ye, y,, y, 20. für die Werthe der uͤbrigen, 
beſtaͤndigen Größen b, c, fc; beſtimmen. Was hin- 
gegen die Nenner der Werthe a, b, c ze. betrifft, fo 

wird 
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wird alsbald erhellen, daß man bem Nenner von a 
erhalte, wenn in der Gleichung (C) oder 
(2 — ei (2 — 8) (2 — 7 . ».-.C Geh zo 
ber Faktor z — e unterdrückt und z = geſetzt wird, 
ſo daß 
(æ — EI ( — y) G yy T Ce = 
hervorkommt, welches der verlangte Nenner pes 
wird. Desgleichen für, den Nenner von b, muß eben 
das ganze Produkt, durch z — s dividirt, und zum 
Quotienten z = e, geſchrieben werden, und es wird 
der Nenner von 
b= (c — ) (e — ) (e Geht eg 
werden. Dieſes trifft auch bey den Nennern, Her 
uͤbrigen beſtaͤndigen Groͤßen 6 PATITUR 
15. Dieſe vortrefliche Methode, ſoll durch mm 
de zwey Beyſpiele, erläutert werden. 


Erſtes Beyſpiel. 
Es ſey die Beziehungs⸗ Scale 1 f 2. 


Die Indices . 6012.3 4 TE x 
die wiederkehrende Reihe o; n, u^, 3u*, 5u*, OM yxux 
die endliche Differenzialgleichung 

yx = yx--ı I T 2yx--5, ober 

(A) — Prep Seu 2ayx--4 O 
man nehme yx = azx; nach deſſen Suftitution in 

(A) entftehet bie Beziehungs Gleichung 

Eo oder z^ —*c229 

2 2 " 
deren Wurzeln — 2, C — — T find, Es ift alfo das 
vollſtaͤndige Integral, nehmlich das allgemeine Glied 
i € Kë 
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vy = aax p ber m a. 2X 4 b.(— Dx 
ite Hypotheſe. x O za r b= oa i 
Ute Hypotheſe. X — 1; idm arba — $ 
Nach deren Erfindung, entſpringt 
yx la& — (— DJ; 
a ift.ba$ allgemeine Glied der Reihe 
gama z psm ( 1) Y ux. 
8. 3. rta war. 


' Zweytes Beyſpiel. 

Es ſey die Beziezungs > Slc. ot7—6 

Indices 

ee pre 6-7 d E 
bie wiederkehrende Reihe 

o/ u, u* kan, u*,43u* ^ WI 295u* " = 503u* x ux 
die endliche Differenz -Gleichung 


Liggtol xa LY vr. > 
es werde Yx es azx, und die vorhergehende Glei— 
chung, veraͤndere man in die Beziehungs- Gleichung 
2 „ — 7.2 f 6 = o; deren drey Wurzeln 
2 e m I; 2 23 Ä 2 3 find 
Hierdurch erhaͤlt man, das vollſtaͤndige Integral der 
Differenzial- Gleichung: 
ae f béx T cy* = a t b. & Te ( 20, 
iſte Hypotheſe x ; af bt eso ` 
2 „ „ 1 Ia Fb 30 T 
te se 7 x23 2 f 4b T geet 
Aus dieſen drey Gleichungen, findet man durch die 
bekannten, algebraiſchen Regeln: ; 
a =i jb m e se dei 


, 


unb 
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yy = - f. * — 4 ( 30x. 
Mithin wird das allgemeine Glied yx ux = 
G. ax — 4 (— 3)* — ) ux. W. z. erf. w. 
16. Bisher ward von uns, ſtillſchweigend dieje⸗ 
nige 1 angenommen, nach welcher alle Wurz 
zeln &, €, y zc. unter fid) ungleich find. Wenn aber 
etliche Wurzeln, als gleiche angenommen worden, fo. 
werden einige, der willkuͤhrlich beſtaͤndigen Groͤßen 
a, b, c ꝛc. unendlich. Iſt nun wirklich t — 3, fo 
finden wir wie oben, $. 12. 
uL eYYo— (e TY) ys ty, pe de 
C(—9G—v) ^ ^. (€—a)(6, 7 
aeya (eT 6) Ye T Ya; 
(—9r—6) 
Deshalb werden, nach angenommenen beyden, glei⸗ 
chen Wurzeln a und €, die Groͤßen a und b unenbz 
lich; die dritte e aber bleibt endlich. Eben dies wird 
auch, in andern Hypotheſen von t gezeigt, wo eini? 
ge Wurzeln unter ſich gleich waren. : 
Bey dieſer Unbequemlichkeit, welche febr oft fid) 
zutraͤgt, pflegt folgendes Huͤifsmittel angewendet zu 
werden. Es wird nemlich, in dem allgemeinen Gite: 
de, der wiederkehrenden Reihe a T bex t eyx + i 
wenn C= a, dafür & = & T de geſetzt, fo daß bie 
Differenz zwiſchen beyden Wurzeln, unendlich klein 
iſt. 3. B. in der wiederkehrenden Reihe der dritz 
ten Ordnung, deren allgemeines Glied, eine trino- 
miſche Größe, aex p ben Fr ex ift, fo geht bete 
moͤge der Subſtitution, der zweytheiligen Größe « 
T d « ſtatt e, das allgemeine Glied in bieten an? 
E 2 Glied 


E 2 
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Glied in bieten andern uͤber, aux T b (e T d ticy* 

welcher unendlich wenig vom wahren, unterſchieden iſt. 
Hierauf verwandle man, nachder Reutonſchen Sor: 

mel, das Binomium (eT d «) x ineine Reihe, fo entſtehet 

(u da), ax x d. ax 1 * c. 
Daher iſt das allgemeine — 

(D) (arbya*FeyXtbxde .ax-" Y —— —— —— — E: e 


Wir fanden oben 
: ay yo (e EY) ye T Y: 
j b= 7 t [Rum TREE "y D 
das ift, wenn de ftatt E — a ſubſtituiret worden, 7 ſo wird 
- (TY) y. i öder Ze TO vue 


be d a (€— v) dæ (æ — vy) 
folglich Y 

p Pre Drei i» 

l 4 — 7 


nunmehr ift, die Größe endlich. Sft hingegen b dæ 
eine endliche Größe, fo wird, bd, noch vielmehr 
aber b d «* unendlich klein ſeyn 2c. Daher wird 
das allgemeine Glied (D) — l 
(E) (a + b) * T bxda, er" Fey“ 
Und weil 
ey, — (GT 7) y« T y» 
4 on a— 6) C=) E WIS 
fo entſtehet durch bie Subftitution von — de, fàra—€, 
: ee (ety. t ys 
F 
welche ebenfalls eine unendliche Größe iſt. Wenn 
aber die zwey Werthe, d der unendlichen Größen a und 
b, 
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b, zugleich mit einander verbunden werden, fo entz 
ſpringt nach Anwendung ihrer allgemeinen Ausdrucke, 
ein endliches Aggregat. Und zwar: 

e- e er eye: 
( — €) («— v) (a —6) ( y) 
foerben bie Brüche auf einerley Benennung gebracht, 

ſo findet man 
si (Cy —6v^ —u "bigis (a* — Cy, e- 
Le — €) ( — y) (6 — 7) 
unb durch bie Divifion mit e — ©, kommt 
(y — ay — 679 e T Cete) VX 
( — >) (6 — ») 

hervor, welcher Ausdruck, von den Unendlichen frey 
ift. Mithin wenn € — e gemacht wird, fo bekom⸗ 
men wir endlich 

1 eee 7 y, ` 
( = 20 
Bey dem allgemeinen Gliede (E) erhält man die Coef— 
ſizienten der Größen ax und Xa, welche beyde end⸗ 
lich find, nebſt den epiſtirenden Coeffizienten b d a°, 
b d a’, ic. der Glieder 

x (x — 1) 


arb 


ash = 


x (x— I) & — 2) 
LIONE 
welche dieſerwegen weggelaſſen worden. Wenn babet 
a f b = a; bde = b feſtgeſetzt wird fo erhaͤlt das 
allgemeine Glied die Form: 
Xx Ss ai ep T bé xe*X-77* bes 

17. Ich ſchreite nun zu jenen wiederkehrenden 
Reihen, bey denen die Beziehungs = Gleichung 
drey gleiche Wurzeln hat, und nehme als allgemeines 
Glied der Reihe 


* , 4 X-? xt, 


Yx 
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un = aer r bex I cx T Gs, 

an, in welchen a — 6 zz y. Damit aber die Gleich⸗ 
heit dieſer Wurzeln, ohne Irrthum aus der Mitte 
weggenommen werde „ ſo beobachte ich eine unendliche 
kleine Differenz unter ihnen, indem ich E= etd x; 
y Sed d fete; fo wird das allgemeine Glied 

Yx = aa T b (a T dax e ( T de f fox: 
Durch Anwendung der Reutonſchen Formel, und 
durch die Annahme dreyer Glieder fuͤr jedes Bino⸗ 

nium, erhalten wir , 

(F)Yx & (af b e) ext (bdo Trede) ux (bd T 


` ede) s ax-? + fox 


Im F. 12. haben wir gefunden " 
em 2 TGyT6T30y.—(CGtvT! Dy y ty: 
X^ Gar) (2 . 

AP axly, T (ad T ay 9 y L (e kat, ty, 
Dk (€ — «) (6 — ) e 
eye (ao T Fade oh) y. — Le Ter - 
E "Ee ò) 

rM CA (6t ev t 60) y: — GEO) y: ty: 
TR Q—e0-—90—»- 
Es werden daher wegen « = 6 = v, die Werthe 
der Eoeffizienten a, b, e, unendliche, der zweyten 
Ordnung; nur der Werth des letztern f, ift bloß end⸗ 
lich. Obgleich die einzelnen Werthe a, b, c, eine 
unendliche Größe, der zweyten Ordnung ausmachen, 
ſo wird doch ihr Aggregat, als endlich genommen; 
denn nach geſchehener Reduction der drey Werthe, 
auf einerley Nenner, und vermittelſt der Diviſion 
durch, 


(s — 


w. 


H 
id 


zialrechnung 


Way — 9 wird endlich gefunden 


feren 
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abe = = 


die 


e D " "b Eyd — ty? 100 yo” (ev A a6 TOO yet (tE TO y.—Y: 


VERO TOEI C SANEDE 


— — — — 


— — 


ü ` LG el ar = 
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die augenſcheinlich eine endliche Größe iſt; ſubſtitui⸗ 
ret man 4, ſtatt € und , fo entfteht eben dieſelbe 
Summe: 

M -— 2 SM -— 
häerz) 3« 32) S ere Ys 2 Tyr 
Desgleichen in den Werthen der Coeffizienten b, c; 
ſubſtituire man æ Pd æ für €, unb æ + d E für v, 
ſodann multiplizire man b mit de, unb c mit de; 
wenn dies geſchehen, ſo findet man 


D d po 
= pq 


Cp L e—a) (ap p) 
"ARA (pd 4o) — eee eee AOR ES 


Am ap peho EA[opQ EO dtr C00] —4 pent 0,9 
("plt— (3i 


Die: 


Anm zu Eulers Differenzialrechnung. 73 


Dieſe Werthe bringe man, unter gemeinſchaftliche 
Benennung, und nehme deren Summe, welche nach 
geſchehener Diviſion, durch de — de, mit Auslaſſung 
der Glieder, die durch die Vergleichung EECHER 
folgende iſt: 
bda ede (24^? — 4» D Lih e it iom —My.T2syi-y, 

CENT) Stc 
welche gleichfalls eine endliche Größe iſt. EN 


Zuletzt multiplizire man bde, mit d wë eds 
mit de; die hieraus erfolgenden beyden Werthe, brin⸗ 
ge man unter gleiche Benennung, und nehme deren 
Summe, die nach geſchehener Diviſion, mit (de us) 
Le — 2) unb aie let bet unendlich kleinen ifie: 
der, ſeyn wird: 
bau? 4 ede: EHER. estdnt 
S ar cS 


und zwar gleich einer endlichen «Größe. 


Wenn man. alfo in dem allgemeinen Gliede (FY 
at b for A; bd e d Eech: ; bd fe desc 
nimmt, die zwar alle nach ben bisher erwieſenen, 
endliche Großen fi f nb, fo erhalten wir das därege 
Glied je E 
yx ES EE Ee S 
Im vorhergehenden Calcul der Neutonſchen Regel, 
nehmen wir drey Glieder, in jedem Binoniunt an, 
ſo daß die darauf folgenden Glieder, unendlich kleine, 
Ke berfptoindeiide find, alfo würde das vierte 
(bde T c TE - em UA e 


ſeyn; 
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ſeyn; wobey wegen b, e, als unendlichen Größen der 
zweyten Ordnung, der Coeffizient (b d a! rede“) ein 
unendlich kleines der erſten Ordnung wird, es kann 
"fo das vierte Glied, noch ſichrer aber das fünfte 
Géi alle übrigen. folgenden, wegbleiben. 


— 18. Durch gleiche Art zu ſchließen, findet man 
das allgemeine Glied, der wiederkehrenden Reihe 
Yx == aux T bex KE Tf T be Tx. 

RER vier Wurzeln gleich ſind, als 
N ses A = QN 

folgendermaßen ausgedrückt: 

rere, erke eo ar. 

x(x— 


NI — — 1 C ede! T fdv) 


: iem occi + her 4 ` e 
wo ES allein der Coeffizient 
l at be, Lee 
als abfofut endlich gezeigt wird, fondern auch idie - 
übrigen endlichen, Trimonialcoeffizienten, dargethan 
werden; als 

bda ede tsdy, bda? Fede? fir, bde? f de HV dy, 
obgleich die Art der unendlich kleinen Zen faͤlſch⸗ 
lich angegeben wird. 

Bey der Hypotheſe der vier gleichen Wurzeln, 
wird nicht uͤber das vierte Glied der Neutonfchen 
Regel fortgeſchritten, fo. daß das ste, vorzüglich aber 
das bte und alle folgenden Glieder, ihrer unendli⸗ 
chen Kleinheit wegen, verſchwinden. Es kann daher 
des Gliedes wx Coeffizient 


at 


TS it e? Sé 
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S a T bc. ff a-; 
des Gliedes xax-* Coeffizient 
bda T cae + fy = b^; 
des Gliedes E 
— 8 — Eoeffizient SH 
bda? ++ edëi Keis EE EE 
und endlich des Gliedes : / 


ES já: DEM 
— — Coeffizient 
* | 


bda’ f ede T fay? = f' 
angenommen werden; hingegen das allgemeine Glied 
der Reihe Yx, kehre man um in dieſen: 
Sal bla 5 — ä ea) SA 
3 

Jm Fax- T hex. oc. 

Aus dem bisher geſagten, weiß jeder, was bey 
allen den Beyſpielen geſchehen muͤſſe, wo mehr als 
vier gleiche Wurzeln, der Gleichung vorkommen; denn 
es verbleibt beftändig, bey einerley Geſetz und der 
ganze Calcul, wird hierdurch ſehr erleichtert. Dieſe 
beſondere Hypotheſe der gleichen Wurzeln, durch ein 
Beyſpiel zu zeigen, wird hier nicht an unrechtem 
Orte ſeyn. f 


Beyſpiel. 
Es w bie eie Reihe 


DEL SEA 


5 
1 t gu t ant oi T ragut t 2168. deere 
welche aus dem Narionalbruche 


xt 
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XE Ta 
r = 
entwickelt wird. Hieraus erhellet, daß die Bezie⸗ 
hungs = Scale 4 — 6 $ 4 — x, und folglich das 
allgemeine Glied e 
Ve mm gtk Dp = 6οσ⁹ 8 / 
fen werde, woraus die endliche Differenzialgleichung 
Ye Ae 2 T Gre — Arh T Yx-4 O 

erfolgt. Es fep Yx = azx, die vorhergehende Glei⸗ 
chung abet veraͤndere man, in die Beziehungs⸗ 
Gleichung 


Kä I Bi 
(539 3! 1258 Er fad o oder 


z — 42 f 62 — 42 f 1 o, 
welche in der That, nichts anders ift, als (- Do. 
Folglich hat die Beziehungs⸗ Gleichung, vier glei⸗ 
che Wurzeln, nehmlich 
FE 
Daher ift in der jetzt gefundenen Formel des iine: 
meinen Gliedes; 


eben- Gm) —— s ax- ardens, ax-*; 
fubftituiret man die Gap für æ, fo EN toít 


e bete Pre Dena. 


— 7 
et SÉ «CS Së x? GRE H 
nimmt man unten 
bo J^ BE = gi £ * 
en e A 


ſo We. MA das allgemeine Glied: 
LES 
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= a’ T b^x T cx? i * 
Es werden weg vier willkuͤhrlich, beſtändige Größen 
a, b^, c^, f^ beſtimmt, wenn man für x nad unb 
ui o, 1, 2, 3 annimmt, woraus die Werthe erfol- 
gen, die dem allgemeinen Gliede Yx entſprechen, 
als: 1, 8, 27, 64, ſo wie nachfolgende vier Gleichun⸗ 
gen: 
U‘ 
a d rt ent ug 
a’ T 2b^ T qe T gr” = 27 
GM eg d T app es Ga, 
aus dhen 
af ex E RE E dee ? 
hergeleitet wird. Wenn dies geſchehen, fo erhält man 
rees I 3 T 3 * ( px 
und folglich . 
yx ux (1 Tx) ux W. z. erfinden war. 
Uebrigens wird in dieſem Beyſpiel, eben daſſelbe 
auf eine andere, von unſerem Autor angegebene Art, 
erhalten. Nehmlich wenn das allgemeine Glied der 
Reihe, Y genennet wird, die vier denſelben vorher⸗ 
gehenden Glieder hingegen, X,Y, V, ""y, fg 
bekommt man unter beſagter Bedingung, Y = A "y 
6 a "Y — mg, d. i. % — 4 IY f 6 
ig 'Y T Y 20, oder wenn die einzelnen Glie⸗ 
der, auf jede vier folgende Stellen, uͤbertragen 
werden, ſo ergiebt ſich die Gleichung : 
Nu X^ + 6 Nuss ya $ yun Loc A^X 
(F. aa. Cap. I.). Daher die Sache darauf Tu 
lauft, daß die endliche Differenzialgleichung 
f Ao, 
> nad 
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nach der Hypotheſe, integrirt werden muͤſte, daß Ax 
beſtaͤndig, und der Einheit gleich fep, Aus dem vor⸗ 
hergehenden aber, Aft bekannt, daß 

PAYSANS EA E E 

Z/AYmAisXagàx max be 


Stee ar bx fe Dateie 
SAYS Yes ai pas Tex 17 
a b = a a b. m. 
er et AU x Tf 


Stimmt man alfo 


3 SD — 
z—f 


á a b 
44222 En ne — Li ` 
E - Tce=b"; =å, 


fo bekommt man wie vorhin, das allgemeine Glied 
der Reihe 

x OY moa! b P ee A Fix,. 

Wer von der Integration, endlicher Differenzialfor— 
meln, mehr zu wiſſen verlangt, der halte ſich an die 
beruͤhmten Mathematiker La Grange, La Place, Monge, 
Condorcet ꝛc., welche in den akademiſchen Memoiren 
von Turin. Berlin, Paris, hiervon febr häufig, und 
bindig gehandelt haben. 


Anmerkungen zum III. apitel des I. Theils. 


um die neue Theorie unſeres Verfaſſers, von der 
Natur der unendlich kleinen, und unendlichen Gróa 
ßen, als auch deren wechſelſeitigem Verhaͤltniß, ge⸗ 
geneinander, en einen klaren Sinn zu bringen, unb 
allen 
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allen Schwierigkeiten und Streitigkeiten, den Zugang 
zu verſchließen, welche ſich gegen dieſelbe noch ſtaͤrker, 
als ſie von unſerem Autor, kaum hervorgebracht wor⸗ 
den iſt, von allen Seiten erhoben; ſo wird es der 
der Mühe werth ſeyn, fe dergeſtallt zu erklaren, als 
wenn zwiſchen ihr, und der beruͤhmten Neutonfchen 
Lehre, von den erſten und letzten Verhaͤlt⸗ 
niffen oder Graͤnzen, beynahe ganz und igar, 
kein Unterſchied wäre. Folgende Grundſaͤtze muͤſſen 
daher, beſonders feſtgeſetzt werden. 

1) Wenn eine gewiſſe Groͤße A, entweder durch 
Anwuchs oder Abnahme, einer andern gegebenen L, 
ohne ihr je gleich zu werden, immer mehr und mehr 
näher kommt, ſo daß ſie von ihr, nur um eine ſehr 
geringe Groͤße, unterſchieden iſt, und zwar einer noch 
kleiner, als jede gegebene, fo wird diefe Größe L. 
die Graͤnze der erſtern A genannet. 

So iſt J. die Tangente jeder Curve, die Graͤnze 
aller Sekanten. e 

IL Der Bruch 3, ift die Graͤnze dieſes Dezimal; 

buches i 

95333333333 1€. 
III. Die Einheit ift die Graͤnze der Fui bie: 

(et DEE lues 

3 T 7 14T S r 2 * r u. ſ. w. 
bis ins Unendliche. | 
IV. Die Groͤße a T 3 a, ift die Graͤnze der Sum; 
me der . 


A a T "iz 16 
bis ins . 


ehe Hie. 


256 
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V. Die Quadratwurzel aus 2 iſt die Graͤnze des 
Verhaͤltniſſes, welches die Diogonallinie des Qua⸗ 
drats, zur Seite hat. 


VI. Endlich die Summe der abnehmenden, geome⸗ 
triſchen Progreſſion 
Eb b 
tbr fats ra. 
p afr 2 
bis ins Unendliche, hat zur Gränze — 
nehmlich (wie aus den vorhergehenden Beyſpie— 
len zuerſehen iſt) die Summe der Progreſſion, 
kommt dergeſtallt je mehr und mehr, dem Wer- 


the —— näher, fo daß ob fie gleich ihm nie- 


mals gleich wird, dennoch von demſelben, um 
eine fer geringe, und noch kleiner, als jede gez 
gebene Groͤße, unterſchieden ſeyn koͤnne; dieß 
aber fließt daraus, daß wenn die Progreſſion, 
nicht bis ins Unendliche fortgeſetzt wird, und ihr 
letzteres Glied p ift, dieſelbe eine allerdings ge— 


a — b - . — \ | 
naue Summe — erhält, bie jederzeit weni⸗ 


RE e , \ 
ger als apasi ift, und deren Differenz fo klein, 


als man verlangt werden kann, weil ſelbſt das 
Glied p, auch bis zur aͤußerſten Fortſetzung der 
Progreſſion, klein wird. Gleichwie nun p dem 
Nichts oder o, immer naͤher kommt, und doch 
niemals gleich wird, fo ift alfo o ſelbſt, die 
Graͤnze des Gliedes p. Eben ſo iſt auch 
) ; Der 
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der Bruch — „die Graͤnze des Bruches 
t aw — bp 
— b 
men uͤbereintrifft, wofern nicht p = o wird b. f, 
wenn nicht fuͤr p, die Graͤnze derſelben geſetzt 
wird. 

2. Es fep y die Funktion der veraͤnderlichen Groͤ⸗ 
ße x, welche durch Ax T BX t Cx* + Dx* + 2c. bor; 
geftellt ift, fo daß wenn x 2 o, y = o wird; fo 
entſpringt aus der Gleichung 

y = Ax T Bz?’ T Cx? ＋ Dx“ [o 
mit x dividirt: 


„welcher mit dem vorigen, nie vollkom⸗ 


Z a A F Bx t Ox? De f. 


Gben fo ift T ein veraͤnderliches Verhaͤltniß, weil 


der Exponent deſſelben, eine veraͤnderliche Groͤße 
if, d. i. die Funktion dieſer veränderlichen E 
iſt dergeſtalt beſchaffen, daß fie fo lange ab⸗ 
nimmt, als die veraͤnderliche x vermindert wird. 
Wenn nun x = o, fo ift die Funktion y auch S o, 


und der Exponent der Verhältniß = oder siets 


mehr das Verhaͤltniß ſelbſt, iſt I =A Es ſcheint 
wiederſprechend zu ſeyn, wenn hier behauptet wird, 
daß I ii 2 = A fe, weil Nullen feine Größen 


e und weder bie eine größer, noch kleiner als 
die andere, genannt werden kann. Allein das Berz 
CS ; hält: 


1 
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pre Z = A, it in der That kein Verhältniß der 


Nullen, fonbern eine Grange, welcher E ſich unz 


aufhoͤrlich nähert, indem die veränderlichen x und 7 
ſtets abnehmen, eine Granze welche das Verhaͤlt⸗ 


niß I, nicht erreichen wird, fo lange x und y wah⸗ 
te Großen ſind, ſie moͤgen ſo klein ſeyn, als ſie wol⸗ 
len. Das Verhaͤltniß = zs A, iſt dasjenige, vermoͤ⸗ 


ge welcher die veränderlihen x und y everſchwinden, 
oder aufhoͤren, Groͤßen zu ſeyn. Hier iſt alſo die 
Gränze der Gleichung, gewiß und beſtimmt. Man 
kann alſo die Graͤnze der Verhaͤltniſſe I = A, das 
letzte Verhältniß der veränderlichen y unb x nenz 
nen, und zwar in fofern, wenn „ und x verſchwin⸗ 
den, oder aufhoͤren Groͤßen zu ſeyn. Gedenket man 


ſich die veränderliche x = o, als wieder zunehmend, 
fo wird auch die Funktion y, mit derſelben zugleich 


anwachſen, und alſo das Verhaͤltniß Z ＋ A, hin⸗ 


wiederum diejenige ſeyn, mit welcher ſie zu wachſen 
Skier: Alſo kann die Graͤnze diefer Verhaͤltniſſe 


SH welche A ift, deshalb das erfte Verhältniß, der 


er Größen y und x, mit welcher (ie zu 
wachſen anfangen, genannt werden. So wird auf 
dieſe Art, die Lehre unſeres Autors: daß unendlich 


kleine Dinge, in der That Nichts find, und daß zwi⸗ 


ſchen 
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ſchen zwey, unendlich leinen Dingen, jede Berz 
haͤltniß dazwiſchen treten koͤnnen, auf einer wahren 
und deutſchen Sinn gebracht. Das Verhaͤltniß der 
unendlich kleinen Dinge, ift wirklich kein Verhältniß 
von Nichtſen, ſondern das letzte Verhältniß, 
wodurch zwey veraͤnderliche Groͤßen erzeugt werden, 
oder anfangen Groͤßen zu ſeyn. Oder mit andern 
Worten: das Verhaͤltniß des unendlich Kleinen, ift 
nichts weiter, als dieſe Graͤnze, welcher ſich das Ver⸗ 
haͤltniß der veränderlichen Größen, immerfort nähert, 
die ſie niemals erreichen, noch weniger uͤberſchreiten 
kann, ſondern der ſie, fuͤr jede gegebene Differenz, 
naͤher kommt. Mit einem Worte: die letzten Ver⸗ 
hältniſſe verſchwindender, und die erſten entftez 
hender Größen, find keine Verhaͤltniſſe derſelben, unz 
ter fid), ſondern bloß allein die Graͤnze, aller perz 
änderlichen Verhaͤltniſſe. In dem paradoxen Aus⸗ 
druck 2, kann die berborgene Graͤnze, durch folgenz 
den Vernunftsſchluß aufgedeckt werden; es iſt nehm⸗ 


i a — a N bx 
lich 2 es pues aber a:b = x: folglich vere 


fitt ib a #884" b, und 
atım arb mob erh Deshalb wird 
6 
„ ) 
Wenn "e x Null wird, fo sn e d der 
oe f Abiti 2 mit r FS dE g dauer. 
ad Sa 3. Je⸗ 


$4 Anm. zu Eulers Differenzialrechnung. 


3. Jede veraͤnderliche Größe, kann nicht nur ber 
ſtoͤndig abnehmen, und zuletzt gaͤnzlich verſchwinden, 
ſondern auch beſtaͤndig, und bis ins Unendliche, verz 
mehret werden. Es fep: : i 

AAA FI. E HRA TERK n, 
fo erhellet aus diefer Gleichung, daß wenn x unenbe 
lich vermehret wird, y aud) bis ins Unendliche zur 
nehmen werde. Daraus aber wird hergeleitet: 

LegoR gs p que 


woraus folgt, daß das Verhältniß I, und deren 


Erponent, verͤͤnderlich fep; und zwar, bof wenn die 
veraͤnderliche Groͤße x, nebſt y unaufhoͤrlich zunimmt, 
der Exponent derſelben ebenfalls, beſtaͤndig abneh⸗ 
men werde, und zwar in allen abnehmenden Glie— 
dern, außer dem letzten beftändigen Gliede. Geſetzt 
x ES Ry fo wird vermoͤge dieſer go auch 


* = ; der Exponent der Verhältniſſ Sa Fo gleich 


der beftändigen K; die übrigen Glieder gehen wegen 
* zo, in Null über. Dem zu Folge, was wir 
vorhin in Betreff, der unendlich kleinen Größen, er 


innert haben, iſt das Verhältniß 7 =, eigentlich 


zu reden, kein Verhaͤltniß, der WË Großen y 
und xn unter Mich; imeil es nicht moͤglich ift, daß 
zwey unangebliche Groͤßen, unter einander vergli⸗ 
chen werden koͤnnen, ſondern die Graͤnze der Ver⸗ 
haͤltniſſe, welcher die veraͤnderlichen unendlich. zuneh⸗ 
menden Beier y unb xa, fih immerfort nähern, jez 
A ` bod 
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doch niemals erreichen, ſo lange 3 beſtimmte, 
und angebliche Groͤßen ſind, folglich it I — d das 


letzte Verhältniß, wodurch die edi y unb ap 
aufhören, angebliche zu ſeyn. Es wird daher bet 
fehe gemeine Satz, des Infiniteſimalcalculs, richtig 
verſtanden, daß nehmlich die Größen und ihre Verz 
haͤltniſſe, wenn deren Unterſchied gegeben iſt, zuletzt 
gleich werden, wenn ſie unaufhoͤrlich fort zunehmen, 
ſo daß ſie jede gegebene Größe uͤbertreffen. Geſetzt 
A, B wären unendlich wachſende Größen oder Ser: 
haͤltniſſe, deren gegebene Differenz D, jederzeit beftänz 
dig ſey. Man nehme daher eine andere gegebene, 
und beſtaͤndige Groͤße a, und fee die Analogie A: ` 
= a: d, fo ift klar, daß wenn Azunimmt, d propor- 
tionirlich abnimmt, und zwar dergeſtalt, daß wenn A, 
jede gegebene Groͤße uͤberſteiget, d unter jede gege⸗ 
bene, abnehmen werde. Da nun A D: DS a . 
d : d, weil die zwey Größen a und a T d, wenn 4 
unter jede gegebene herabſinkt, und zuletzt oder bey 
der Graͤnze verſchwindet, gleich werden; ſo werden 
auch die Proportionalgroͤßen A und A T Doder Au. B/ 
die eine gegebene Differenz D haben, zuletzt zur 
Gleichheit gelangen. Folglich, gleichwie durch beſtaͤn— 
dig abnehmende, gegebene Groͤßen und Verhaͤltniſſe, 
die kleineren letzten Proportionen, beſtimmt 
werden, welche an der Graͤnze, ſtets abnehmender 
Großen ſtatt finden, fo werden auch durch unendlich 
zunehmende, und jede gegebene Großen und Ver⸗ 
haͤltniſſe, die letzt groͤßern Proportionen bé 
ſtimmt, die an der Gränze immerwaͤhrend zuneh⸗ 
mer- 
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mender, fih befinden. Zwiſchen dieſen beyden aͤußer⸗ 
ſten Graͤnzen, iſt es zwar erlaubt, die Graͤnze der 
Abnehmenden zu erreichen und zu entdecken; allein 
die Graͤnze der Wachſenden, erlangt man eigentlich 
niemals, denn obgleich die Groͤßen, jeden gegebenen 
Terminum, zunehmend uͤberſchreiten koͤnnen, fo koͤn⸗ 
nen fie doch nie, abſolut unendlich werden. 


4. Es bleibt daher in der Differenzialrechnung, 
unveraͤnderlich feſt, daß diejenigen Groͤßen oder Ver⸗ 
haͤltniſſe, niemals angenommen werden, deren obz 
ſchon kleine Differenz gegeben iſt, ſondern nur die, 
deren Differenz, uͤber jeden angeblichen Terminum 
abnehmen, verſchwinden und Rull werden koͤnne, fo 
daß man die Gleichheit der Groͤßen, und Verhaͤlt⸗ 
nife; bloß an der auß erſten Graͤnze erlangt, toc 
ches fe ſich über jegliches Maas nähern, und ohner⸗ 
achtet es ſich oͤfters zutraͤgt, daß die Groͤßen, deren 
Proportion an der Graͤnze erforſcht wird, hinwie— 
derum verſchwinden, ſo bleibt nichts deſto weniger, 
die Proportion der Graͤnze, die einzig und allein 
nur gi wird, E unverändert, 


D Durch die „ ene b Differenzen, Flu⸗ 
ionen, Elemente, Ineremente, Deeremen⸗ 
te, Infinitefimalgrößen, und wie fie immer 

genannt werden moͤgen, haben wir nichts anders, 
als die kleinern Differenzen, bezeichnen wollen, wel 
che immerfort abnehmen, und deren ſich ſelbſt, die 
älteften Mathematiker bedient haben, aus denen wir 
die Gleichheiten, und letzten Proportionen, die nur 
an 
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an der Graͤnze ftatt finden, mit Sicherheit herlei⸗ 
ten. um der Kürze willen, eignen wir die Gleichheit 
der Graͤnze, nur denen Groͤßen und Verhaͤltniſſen 
zu, welche eine ſtets abnehmende, und unangebliche 
Differenz beſitzen, jedoch keinesweges, daß wir die: 
ſelben als gleich betrachteten, ſo lange ſie noch, die 
kleinſte Differenz behalten; ſondern wie bekannt nur 
dann, wenn ihre letzte Differenz, an der Graͤnze 
Null wird, woſelbſt fie auf das genaueſte, gleich wer: 
de. Es wuͤrde daher fuͤr den Differenzialcalcul, von 
groͤßeſtem Nachtheil ſeyn, wenn fih jemand unterftez 
hen wollte, Differenzen, die noch von einiger Bedeu⸗ 
tung ſind, zu vernachlaͤſſigen, und fuͤr nichts zu hal⸗ 
ten. In der Analyſis des Unendlichen, wird nichts 
fuͤr gering geachtet; denn wenn wir Groͤßen und In⸗ 
ſiniteſimalverhaltniſſe, die noch mit angeblichen Dif⸗ 
ferenzen verſehen ſind, gleich nennen, ſo verſtehen 
wir darunter nicht, daß fie gleich find, fo lange fel 
bige noch eine, obſchon kleine Differenz haben, fonz 
dern daß ſie an der Graͤnze gleich ſind, woſelbſt de⸗ 
ren Differenz, Null iſt. Wer alſo unendlich kleine 
Differenzen, weglaſſen und für Nichts halten will, 
hat bloß zur Abſicht, die abſoluteſten Gleichheiten und 
Proportionen der Graͤnze, zu unterſuchen und zu be⸗ 
ſtimmen. Hieraus iſt folglich voͤllig einleuchtend, daß 
der Differenzialcaleut nichts anders fep, als 
eine analytiſche Methode, die Graͤnze der Verhaͤlt⸗ 
nife zu erfinden, welche zwiſchen der endlichen Dife? 
renz, zweyer Größen und deren endlichen Differenz 
zweyer andern, innen ſteht, die zu den beyden er— 
ſtern, eine Analogie und bekannte Beziehung haben. 

; 6. Zen 
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6. Den Beſchluß dieſer Anmerkungen, macht das 
wichtige Zeugniß Reutons, des großen Erfinders 
der Fluxionen, welcher hiervon ſo vortreflich handelt, 
(a) wenn er fagt: „Ich wollte lieber die Beweiſe, 
„auf die letzten Summen und Verhaͤltniſſe, der verz 
»ſchwindenden Größen, und auf die erſten entſtehen⸗ 
„den, d. i. auf die Graͤnzen der Summen, und 
„Verhaͤltniſſe, hinfuͤhren, und deshalb die Beweiſe, 
„bon den Graͤnzen derſelben in möglicher Kurze vorz 
„aus fenden. Allein wenn ich in folgenden, die Groͤ⸗ 
„ßen aus beſtaͤndigen Partikeln beſtehend erwaͤge, 
„oder mich ſtatt grader Linien, ſehr kleiner krummen 
„bedienet habe, fo war es meine Abſicht nicht, die 
„untheilbaren, ſondern die verſchwindenden Theilba⸗ 
„ren, nicht die Summen und Verhaͤltniſſe von bez 
»ftimmten Theilen, ſondern bloß allein, die Graͤnzen 

»der Summen und Verhaͤltniſſe, darunter zu verz 


„ ſtehen. 


„Man macht den Einwurf, daß es keine letzte 
„Proportion verſchwinder Groͤßen gebe; denn ehe 
» fie: verſchwunden find, ift fie nicht die letzte, und 
„wo fie verſchwunden find, giebt es keine. Oder 
„auch fo: Die letzte Geſchwindigkeit, mit welcher 
„ein Koͤrper, an einen gewiſſen Ort gelangt, wo deſ— 
»fen Bewegung fid) endet, fep Nichts; denn ehe der 
»Svper, dieſen Ort erreiche, waͤre jene noch nicht 
„ die letzte, und wo er ihn erreicht, fey fie nichts. 
„Die Antwort hierauf iſt leicht: Durch die letzte Ge⸗ 

„ ſchwin⸗ 
a; (Phil, Not, Princ, Math. Lib. J. Sect, J. in fine, 


- 
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` 
v ſchwindigkeit, verſtehe ich diejenige, mit welcher der 
„Koͤrper bewegt wird, und zwar weder ehe er, den 
»letzten Ort erlangt und defen Bewegung aufhört, 
„noch dann wenn er ihn erreicht, das ift, diejenige 
»Geſchwindigkeit, mit welcher der Körper, den letz⸗ 
„ten Ort erreicht, und mit welchem ſeine Bewegung 
„aufhört. Eben fo kann auch, durch das letzte Berz 
„hältniß verſchwindender Größen, deren Verhaͤltniß, 
„weder ehe, noch nachher, ſondern mit welcher ſie 
»verſchwinden, verſtanden werden. Auf gleiche Art, 
„ iſt das erſte Verhaͤltniß entſtehender Groͤßen, dieje⸗ 
„nige, wodurch Dr erzeugt werden. Die erfte und 
»letzte Summe hingegen, iſt diejenige, mit welcher 
„ſie (entweder vermehrt oder vermindert zu werden) 
„anfangen und aufhören. Noch ift die Graͤnze übrig, 


* 


„welche die Geſchwindigkeit, am Ende ber Bewegung 


„erreichen, aber nicht uͤberſchreiten kann. Dieſe iſt 
„ die letzte Geſchwindigkeit. Alfo ift das Verhaͤltniß 
»der Graͤnze, aller anfangenben: und aufhoͤrenden 
»Groͤßen, und Proportionen, gleich. Da nun diefe 
„Graͤnze gewiß und beſtimmt ift, fo ift das Problem 
»dieſelbe anzugeben, bloß geometriſch. Alle geometri— 
»fóe Aufgaben aber, koͤnnen zur Beſtimmung und 
„zum Beweiſe anderer, rechtmaͤßig angewendet wer: 
„den.“ 


„Auch tand man behaupten, dafi wenn die letz⸗ 


»ten Verhaͤltniſſe, verſchwindender Größen, gegeben 


„werden zugleich die letzten Groͤßen gegeben werden, 
»und alfo wird jede Größe, aus unheilbaren beſte⸗ 
„hen, wie Euklid von den Incommenſurabeln, im 


»zehn⸗ e 
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„zehnten Buche feiner Elemente, das Gegentheil bez 
„wieſen hat. Allein dieſer Einwurf, beruhet auf eiz 
„ner falſchen Hypotheſe. Jene letzten Verhaͤltniſſe, 
„mit denen die Groͤßen aufhoͤren, ſind in der That 
„nicht Verhaͤltniſſe der letzten Größen, fondern Graͤn⸗ 
„zen, denen fih die Verhaͤltniſſe, abnehmender Groͤ⸗ : 
„ßen, beſtaͤndig nähern, und denen fie näher fom: 
„men koͤnnen, als jede gegebene Differenz, ohne ſie 
„jemals zu überfibreiten , oder früher zu erreichen, 
»al8 die Größen bis ins Unendliche, vermindert wer— 
„den. Dies wird aus dem unendlich Großen, deut⸗ 
„licher zu verſtehen ſeyn. Wenn zwey, nebſt ihrer 
„Differenz gegebene Größen, unendlich vermehret wer— 
„den, ſo wird deren letztes Verhaͤltniß, nehmlich jene 
„der Gleichheit gegeben, nicht minder auch deren letzte 
„oder hoͤchſte Größen, welche dieſes Verhaͤltniß ift. 
„Wenn ich alſo im folgenden, um des leichtern Be— 
„griffs willen, von den kleinſten entweder verſchwin⸗ 
„denden, oder letzten Groͤßen, reden werde, ſo hüte 
„man ſich, Größen als Größe, beſtimmt fid) vorzu— 
„ſtellen, ſondern man gedenke fich darunter ftets, ohne 
„Einſchraͤnkung zu vermindernde Größen.“ 

7. Es findet d'Alembert die neutonſche Art zu re⸗ 
den, welche jedoch auch von Andern angenommen toorz 
den, anſtoͤßig; nehmlich: Ein Verhältniß mit 
welches die Größen verſchwinden; ein mer 
hältniß mit welcher fie entſtehen: Die Rez 
densart tadelt derſelbe, als mißtoͤnend und abſurd, 
mit dieſen Worten (a); Quelqucs mathématiciens ont 

„dẽfi- 
0% Wel. de Lit. & His. et de Phil, Tom. V, Eclarc, fur les 
Elém, de Phil, $. XIV. 
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»Héfini la quantité infiniment petite celle qui, s'éva- 
»nouit, coufidérée non pas avant quelle s'évanouiffe, 
„non pas aprés qu'elle est évanouie, mais dans le mo- 
„ment méme oü elle s'évanouit. Je voudrois bien fa- 
„voir quelle idée nette et precife on peut efpérer 
„de faire naitre dans P efprit par une femblable défini- 
„tion. ‚Une quantité est quelque chofe ou rien. Si 
»elle est quelque chofe, elle n'est pas évanouie; fi elle 
„est rien, ellc est évanouie tout-à-fait.. C'est une chi- 
,mere que la fuppofition d'un état moyen entre ces 
„deux la.“ 

Ich fefe aber nicht ab, weswegen ber berühmte 
d'Alembert, hiermit ſo unzufrieden iſt; denn obgleich 
dieſe Redensarten, nicht im ſtrengſten Verſtande, gez 
nau ſind, ſo ſind ſie gleichwohl, nicht nur bey Ma⸗ 
thematikern, ſondern auch bey den Philoſophen, im 
gemeinen Redegebrauch aufgenommen worden, um 
viele Wortumſchweife zu vermeiden. Ja ſogar d'A⸗ 
lembert, mißbilliget dieſelbe anderwaͤrts ſelbſt nicht, 
ſondern empfiehlt fie vielmehr der Kürze wegen; inz 
dem er fagt: (a) „Toutes les parties des mathématiques 
„font souvent ufage d'expreffion de cette eſpece, qui 
„dans le fens metaphyfique qu'elles prefentent , paroif- 
fent d'abord peu exactes; mais qui ne doivent être re- 
„gardées que comme des manieres abrégées de S'expri- 
„mer, que les Mathématiciens ont inventées pour énon- 
„cer une verité, dont le developpement et |l'enoncé 
»exadt auroit demandé beaucoup de mots.“ 


(@) Mel, de Lit, d'Hift, &c, $ XI. Tom. V. 


Anno⸗ 
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Anm. zum 214 $. I. Theils. 


Weil der Beweis unſeres Autors, bloß auf J 3n 
duction beruhet, und demſelben diejenige Strenge 
fehlt, welche Mathematiker, wo es nur immer moͤg⸗ 
lich iſt, fordern, ſo wollen wir den Beweis ſelbſt, 
aus d'Alembert entlehnen, der im Tom. IV. Opufc. 
Mathem. pag. 5. denſelben folgendermaaßen giebt. 


„si une quantité A contient tant de variables, 
5% y, 2 &c. qu'on voudra, et qu'on la différentie en 
»faifant varier fucceffivement X, y, z &c. en négligeant 
„les différences. fecondes, troifiemes &c. on aura le 
„même refultat dans quelqu'ordre qu'on différentie, 
YU dn A 
»Ceft-à-dire , que par exemple, imm as Zu 

ios d" A f 
"77 dz dy dt dx ete, 
„pofition dans fon A nalyfe desinfinement petits, 
„mais par une efpece d'induclion. Pour en donner une 
v»dẽmonſtration générale et rigoureuſe nous confidérons, 
ddA ddA . 
, comme le favent les Géomé- 
dx dy sete dx 
„tres. II. Nous allons démontrer que fi en général les 

da da A 

dx dy dz ® E dz dx 

me égalité ſubſiſtera en faifant varier une nouvelle va. 
»riable: t; ce qu'il eft aifé de voir en confiderant I. que 
„la combinaifon dz dy dx donne (hip) le méme réful- 
„tat que la combinaifon dz dx dy, la combinaifon 
„dt dx dy dz donne évidemment le méme-réfultat que dt 
„dz dx dy; II. que dtéxdy dz donne le méme réfultat 

„que 


Mr. Euler a démontré cette pro- 


„I. que — 


»quantités , font égales , la mé- 
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„que dx dt dy dz, puiſque dt de denne le mme que dx 
„dt; III. que dx dt dy dz donne le meme ré(ültat que 
dx dy dt dz, et par la méme raifon puisque dt dy don- 
„ne le méme que dy dt &c. Donc, &e. Donc puisque le 
sthéoréme a lieu lorsque n = 2, il aura lieu lorsque 
an em 35 et Sie? ^ A n z24, &c. et ainfi de 


„ſuite.“ ; 


Dieſen Beweis wendet d'ͤlembert, auf die ges ` 
meinſchaftliche Multiplikation, algebraiſcher Größen 
an, und erinnert die Verfaſſer von Elementen, vorz 
fichtiger zu ſeyn, mit dieſen Worten: 


„Cette d&monftration pourroit fervir à prouver d'une 
„maniere tres<fimp!e une propofition que la plus part 
„des Auteurs élémentaires négligent de prouver, favoir, 
aque en quelqu' ordre quon multiplie tant de quantités 
SSC? b, c, d, e &c, qu’ on voudra, les unes par les au- 
„res, le réfultat eft toujours le méme. On le d&mon- 
"stre bien pour les produits ab, et ba, de deux quanti- 
“atés, mais on néglige fouvent de le prouver pour les 
„produits d'un plus grand nombre de „quantités , quoi- 
ne la chofe ne foit pas évidente par elle-m&me, 
Ba eft un avis ou on donne ici aux „Auteurs d'Elémens, 
‘pafin qu'ils y faffent attention à Pavenir,“ 


Anm. zum VIII. Capitel I. Theils. 


Der beruͤhmte De la Grange, in feiner italienie 
ſchen Epiſtel, an Fagan, welche 1754 gedruckt wor⸗ 
den, tragt eine neue Reihe, für die Stage, 

; unb 
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und Integralien von jedem Grade, vor, welche 
mit der Neutonſchen Reihe, fuͤr die Potenzen und 
Wurzeln analog. ifte Dieſe Sache, welche ihrer 
Neuheit und Vortreflichkeit wegen, empfehlenswuͤrdig 
ift, wollen wir kuͤrzlich hier auseinander fegen: die 
erſte von den zwey Reihen, mag daher von New 
ton, die andern von la Grange ſeyn: 
I. (a f bym g amhꝰ mam-*b' j imc D. ncti. t 
mem — 1) (m — 2) 
: 2.3 a 


" II. dm (K z= xmy* T mxm-*y* T 


am-?* pi A TA 
— gm cay? + 
mem — 1) (m — 2) a 
Gd xm i y* Pe. 
1. Die erſte Reihe, giebt die Evolution jeder Po⸗ 
tenz, zu welcher die Summe zweyer Groͤßen 
erhoben worden, als auch jeder gegebenen Grds 
ßen, deren Exponent m für den Grad der gege⸗ 
benen Potenz angenommen iſt; alſo giebt die 
zweyte Reihe, das Differenzial eines jeden 
Grades, aus dem Produkte, von zweyen, ſo 
wie auch jeden der Veraͤnderlichen, wenn eben: 
falls m der Exponent des Grades, oder der Ord⸗ 
nung des vorgegebenen Differenzials ift. l 
II. Gleich wie die erſte Reihe, die Glieder jeder 
Wurzel giebt, welche aus der Summe zweyer, 
oder jeder anderer Groͤßen, ausgezogen wird, 
wofern nur der Exponent m gleich, der gebro⸗ 
chenen Zahl iſt, die den Grad der Wurzel an⸗ 
zeigt, fe enthält auch die zweyte Reihe, das In⸗ 
| " tegral 


e 
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tegral jeden Grades, aus dem Produkte von zweyen, 
ſowohl jeder endlichen, als unendlichen Groͤße, 
jedoch mit der Bedingung, daß der Exponent m, 
der ganzen aber negativen Zahl gleich fep, wel: 
che den Grad des gegebenen Integrals, andeutet, 

III. Endlich gleich wie in der erſten Reihe, der Er- 
ponent o, eine Große anzeigt, die zu keiner Po⸗ 
tenz erhoben, und alſo gleich der Einheit iſt, 
ſo bedeutet auch eben dieſer Exponent o, in der 
zweyten nichts weiter, als daß in der mit ihm 
behafteten Groͤße, keine Differenziation, noch In⸗ 
tegration ſtatt finde; daher muß man dieſe Große 
fo annehmen, als wenn fie in Beziehung des Erz 
ponenten, fuͤr Null zu halten ſey. 


So wie wir uns der Neutonſchen Reihe, mit dem 
gluͤcklichſten Erfolge, bey Erhebungen der Potenzen, 
und Ausziehung der Wurzeln, jeden Grades, durch 
die ganze Analyſis bedienen, eben ſo koͤnnen wir auch 
die andere Reihe mit gleichem Vortheil, bey Diffe— 
renziationen und Integrationen jeden Grades, ge⸗ 
brauchen. Es fep z. E. die Größe xy zu differenzii⸗ 
ren. Da nun in dieſem Fall, das geſuchte Differen⸗ 
zial, von der erſten Ordnung ift, fo wird m ı 
ſeyn, folglich nimmt die zweyte Hauptreihe, dieſe 
Form an: x'y? T x"y', die, wenn fie auf die gez 
meinſchaftliche Art gebracht worden, wie wir vorhin 
angezeigt haben, in dieſe verwandelt wird: 

ydx T xdy. 

Wenn man das ate 3te oder ate Differenzial ſucht, fo 
wird m = 2 oder m = 3, m4 ſeyn, und die 
ver⸗ 
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verlangten Differenzialien „ werden nach gehoͤrigen 
Subſtitutionen für m, folgende ſeyn: 


t 


A pl, pxptLAppxppol4px pt]. *, pA m Ax Lut Ax, A. xh E xx, p 


Appx Lipxpz]xppi zs I. K. xc lx p 


p dMppxptL4pfppt N x Nx. K. xc HA Ax p 


Eben ſo wird auch das Differenzial jeder Ordnung, 
auf die leichteſte Weiſe erhalten werden, wenn nem: 
lich dx, als das erſte veränderliche Differenzial ange: 

ſehen 
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fehen wird, oder auch die Glieder weggeſtrichen werz 
den, welche die Differenzialien von dx enthalten. 
Uebrigens wird die Reihe M, auch auf die Gr: ` 
finbung der Integralien, die Neutonſche aber, auf 
die Ausziehung der Wurzeln, angewendet werden 
fónnen z. B. Man fol durch die Integration des 
Elements ydx, einer krumlinigten Flaͤche, die unbe⸗ 
ſtimmte Quadratur einer Curve finden. Man nehme 
alfo nach der allgemeinen Regel, dx — x an, fo 
wird nach bem, was wir vorhin angemerkt haben, 
m = — 1 ſeyn, worauf wir nach geſchehener Sub: 
ſtitution der Werthe, nach der aten Regel, die befonz 
dere Reihe: 
dei — dx-'y! T day? — day’ T — — W 


erhalten werden. Es bedeutet aber dx=", das Inter . . 


gral von dx; dug das Integral des Integrals von 
dx (d. i. das Integral der Größe x) welches ich das 
ate Integral von dx nenne, und es durch das Sym⸗ 
bol ^/dx bezeichne. Eben fo druͤckt auch dx-?, das 
dritte Integral von dx, nehmlich Jas; dx“ das 
vierte Integral oder "Be: i. aus. Es ift nemlich 


dx = x ; 
FFC EE 
fue dee JZ dx 
x? x^ dx * 
3 mj—' 7 —— 
Jis Jt dx P 2.3dx*. 
š BER ? dx Es: 
^ fix z= — = Ze KE e TOR 
Zi E EE 2344 . 
unb Ueberhaupt 
SET RS E 


asi SEN : 
Wenn 


X 
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wenn nemlich dx, jederzeit als beſtaͤndig angenom⸗ 
men wird. Wenn nun die Werthe, in der vorher⸗ 
gehenden Reihe, ſubſtituiret, und wie gebraͤuchlich 
dy, ddy; d'y 1c. ſtatt y', y^, y, ꝛc. geſetzt werden, 
ſo erhellet endlich e 
x'dy x'ddy x'd'y dy 
adx 2 3dx 243.4 d 2.3.45 
Dieſe ift alfo, die fo fehr geſchaͤtzte Bernoullliſche Reiz 
he (a) welche allen Geometern fon laͤngſt bekannt ift. 
Uebrigens wird dieſe zweyte Regel, nicht allein 
duf die Integrirung, der Differenzialien des erſten 
Grades ausgedehnet, fonbern fie leiſtet auch febr gez 
ſchwind, durch eine einzige Operation, die Integra⸗ 
tion der Differentialien, jedes noch weiter gehenden 
Grades. Man verlangt z. E. das zweyte Integral 
des Produkts dy dx; wenn nun m = — 2, x dx, 
und y — dy gemacht worden, fo erhalten wir: 
Jaydx 2 dx-*dy"— adx- dn T 3dx-*dy^—4dx-'dy! Tic. 
x'dy Addy , 3x'd'y 4x'd*y 
2 2.3àx* 2..4dx! 2. 3. 4. 5dx* Toe 
Weil aber dx beftändig, fo ift "/dydx = /ydx und 
das vorhin c. Integral i 
x'ddy x’d’y 
. E 2.3dx* 2.3.4 dx? 
ſo werden deshalb unter fi, je zwo Reihen aquíret, 
welche aber von unzaͤhlich verſchiedener Art ſind, d. i. 
x^dy , ix? ddy Xx x'dy ` "2x ax'ddy 3x'd'y „, 
E.P c TOL 
2dx 2. 3dx adx 23d. 2. 3. Adx 
deren Gleichheit ein wenig verborgener ift, die aber — 
auch erhalten wird, wenn auf beyden Seiten, alle 
. Glie⸗ 
(a) Jo. Bern. Oper, Tom. I. N. XXI. 


ſydx X 


d 


xy — 
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Glieder aufgehoben werden, ſo daß nur eins, auf 


beyden Seiten übrig bleibt, nemlich dydx, 


Anm. zum 324. $. I. Theils. 
Vermoͤge der gegebenen Differenzialgleichung, 
welche drey veraͤnderliche Groͤßen in ſich enthaͤlt 
(A) . Pdx T Qdy T Rdz ` 
unb der daraus hergeleiteten Beziehungs⸗ Gleichung, 
von der Beſchaffenheit 


e = GE SET 22 Ap 


fegt unfer Autor überhaupt diefe Mn n: daß 
nehmlich da, wo die endliche Gleichung (B), weder 
identiſch ift, noch diejenige Beziehung der veränderz 
lichen Größen x, y, z, darbietet, welche ber Diffe⸗ 
renzialgleichung (A) Genuͤge leiſtete, keine endli⸗ 
che Gleichung gefunden werden koͤnne, die 
für dieſelbe hinreichend wäre. Allein diefe Regel, bez 
ſitzt nicht diejenige Ausdehnung, welche Euler derz 


ſelben zueignet, ſondern fie muß, durch eine Um⸗ 


ſchreibung dahin gezwungen werde, wie zuerſt der 
berühmte de la Place, ſcharfſinnig wahrgenommen hat, 
in. feiner vortreflichen Differtation fur les ſolutions 
particulieres des Equations différentielles, et ſur les in- 


- Ügalités ſeculaires des Planetes. In Actis Reg. feint. 


Paris, Acad. an. 1772. Geſetzt es wäre die iier 
zialgleichung: ; 


du = A E d G2 teu 


(x—a—y)]*dy (1 trY 1-3 dz; 
G 2 dieſe 


[4 
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dieſe giebt mit (A) verglichen 
peur, Ger Net ab 


@—-2—-Y], TE 
Werden qun diefe Werthe, in der Bedingungs⸗Glei⸗ 
chung (B) ſubſtituiret, fo erhaͤlt man nach der be⸗ 

ſchwerlichſten, und weitlaͤuftigſten Rechnung, die li⸗ 
neariſche Gleichung 


112 * Sat =o, 


iche weder identiſch iſt, noch der Differenzialglei⸗ 
chung Genuͤge thut. Nichts deſto weniger giebt es 
dennoch, zwiſchen den veränderlichen Groͤßen x, y, 2, 
eine Beziehung, welche eben dieſes leiſtet; fo iſt 
nemlich x y T 2, auf das augenſcheinlichſte, får 
die Differenzialgleichung hinreichend. Hieraus ift volle 
kommen klar, daß die Eulerſche Regel, in kuͤrzern 
Ausdrucken enthalten fey, als vom Autor gefodert 


W 


„„ 


Unſer Autor verſichert an dieſem Orte, in der 
Einleitung gezeigt zu haben, daß beyde Reihen 

nm T -r c. 

und 2 Ta T Taras Tel te 
Den hyperboliſchen Logarithmen von zwey, 
darſtellen. Allein ich habe in der angefuͤhrten 
Einleitung, zur Analyſis des Unendlichen, 
alles angewandten Fleißes ohngeachtet, dieſen Beweis 
, BR 
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nicht finden koͤnnen 9, daher ich dieſen Mangel hier 
ergaͤnzen will. Aus der Theorie der Logarithmen iſt 
bekannt, daß *) ; 

i rg P et SÉ x 

Ia t 9 mes s! 6 Tc, 
ſetzt man daher x = ſo wird 


I(2e=r—377—31r3— T ꝛc. ſeyn. 
Wird x = — angenommen, ſo iſt 


E sop 1 ala 
ITx Es IZ ees — EE eg io 
14 = EEA H Lee 4.2 


folglich wird wegen l2 = — I entſtehen, *) 
LAM 
1 


I 1 I I 
ee 
W. 3. E. W. 


y 
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Obgleich der bewundernswuͤrdige, und vortrefliche 
Taylorſche Lehrſatz, unzählig in der geſammten 
Mathematik, angewendet wird, und die herrlichſten 
Aufloͤſungen der ſchwerſten Aufgaben, als auch die 
Beweiſe der erhabenſten Lehrſaͤtze darbietet, ſo muß 
man dennoch ſehr behutſam, im Gebrauch deſſelben 
verfahren, um nicht zu Fehlern und Irrthuͤmern, 
verleitet zu werden. Man würde daher fid) feft be- 
truͤgen, wenn man allgemein behaupten wollte, daß 

. jeg⸗ 
”) Au ; Mi dieſes, in feiner vor⸗ 
Kerg SE eee di ed. 4 ie ër 


5. 1. J. 123. 
T) . S o 2) e —1 =) =I. 


D 
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jede Funktion der binomiſchen Größe x T a d. i. 
© (x Ta) durch den Taylorſchen Lehrſatz, je 
derzeit in der unbeſtimmten Reihe: 

ad. SE a*dd a'dd.e (x) a d. 0 (x) 44d“. 2.0 
9 Ce Adx⸗ 2.3dx' 2. 3. dx iade 
als aleich See foetben fónne. Da hingegen 
pee Lehrſatz, in der ganz einfachen Hypotheſe, 


durch welche o (x t a) = (Sin. (x f a)]’ „ geſetzt 
wird, ganz unrichtig und falſch befunden wird, in⸗ 


dem die Größe [sin. (x T al, welche jederzeit in 
Beziehung, auf den Taylorſchen Lehrſatz, endlich iſt, 
oder im zweyten Gliede einen unendlichen Werth be⸗ 
kommt, wo x = 0; es wird nemlich die Reihe = 


dh ; a Cofi 
Sin. x Kë EE E $ E 


=p = ENZ) 
3 ſin. x 

in der Hypotheſe x = o. Durch dies einzige Bey⸗ : 
fpiel, wird jeder vorfichtige Geometer, bey Anwen⸗ 
dung dieſes Lehrſatzes, gewarnet, ſich deſſelben mit 
aller moͤglichen Behutſamkeit und Scharfſinnigkeit zu 
bedienen, indem ſich oft die beruͤhmteſten Mathema⸗ 
tiker, dadurch haben irre führen faffen. 

Es ereignet ſich auch bisweilen „ daß nach dem 


Tapylorſchen Lehrſatz, wenn derſelbe auch nicht irrig 


gebraucht wird, die Aufloͤſung eines vorgegebenen 
Problems, weit weniger offenbar iſt, als ſie wohl 
ſeyn ſollte, und daß dieſelbe durch eine andere, und 
ſichere Methode, erhalten werden koͤnne, wie aus fol⸗ 
genden Beyſpiel deutlich erhellen wird. Es wird auf⸗ 
gegeben, eine ſolche Funktion ® (x) der veraͤnderli⸗ 


chen 


PT 
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chen Größe x zu finden, vermittelſt welcher © (x Ia) 
Sa () erhalten wird, wenn die epiftirenbe Größe 
a, gegeben worden. Aus der Formel e (x) ift offene 
bar, daß man die Ordinate dieſer Curve erhalte, in 
welcher, wenn die Segmente in der Axe = a, an? 
genommen werden, die Ordinaten vermittelſt dieſer 
Groͤße, in gleicher Weite, gleich ſeyn werden. Dies 
geſchiehet in der Eykloide, wenn a mit der Peripherie 
des erzeugenden Kreiſes, aͤquiret wird. Hieraus ift 
klar, daß die Größe © (x), mit unendlichen willkuͤhr⸗ 
lichen Werthen verſehen ſey, welche ſaͤmtlich dem 
Problem Genuͤge leiſten, wofern © (x) die Ordinate 
vorbeſagter Curve, darbietet. Wir wollen jetzt o GRe 
nach dem Taylorſchen Satz, in eine Reihe verwan⸗ 
deln, fo ift ® ( f 
eI LL Edd. % , 4 d. o 
: adi ^ 23d 
Hierdurch ae man bie Gleichung: 
ad. OCR) , a^dd.9(x), a; d'. ët 
dx T 2dx* 72.3dx 
Es fey e die Baſis hyperboliſcher Logarithmen, und 


Toc. 


= O0. 


h ; n í 
© (x) = Ae x dieſen Werth fubftituire man in vor⸗ 


hergehender Gleichung, ſo erfolgt nach geſchehener 


Diviſion, durch Mus ‚die Gleichung 


2h? *h? ; 
ah tT. e A 


folglich wird eh 1 = o ſeyn; gebet man nun von 

den Zahlen, auf Logarithmen zurück, fo entſtehet 

a h {xr Nach Eulers Erfindung hingegen, H 
é l 
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112 fmsdi I, wenn m als jeder ganzen, 
Zahl, zugleich mi: o vorhanden ift. Alſo 
m Y 1 
ah Im- V 1, und h = LOOR TREET. 
und folglich 
m & 


Y 


zë — m = 
6 (x)= Ae7 a ep T =A (Co f. — Ein Lac 


. 
oder geſetzt A V^ — x = B, fo 179 man ps 
0 (LES Cof. =t B Sin. — SO 
a 
Allein es feheint, als wenn ij Form dieſer Funktion 
© GO, nicht diejenige Allgemeinheit beſaße, die fie 
haben ſollte. Man nehme daher, den Kreisbogen v, 
und des Diameters Abſeiſſe 1 — Cof v; man ziehe 
die ordinate K, bis zu derſelben Eurbe, in welcher 
man x = v — fin bekommt; es fèy ferner die Ab⸗ 
feiffe der Curve 1 — Cof v, gleich der Funktion der 
Ordinate x, oder © (x), fo wird 
xiv Sin v = Cv Dv? TE” fos 
ſeyn, und man findet durch die Umkehrung der Reihen, 


vx ie.; folglich 9 (x) 1 — Cof. v= I — Cof. 
F x ; fic). Wenn nun de oben gefundene Werth 


mx 


zi B Sin. 


o GO) Ge A Géi = 


mit bé E gaben verſehen würde, fo 
enthielte EE den andern Werth 


1 — Cof (Fx^ ac.) 
oder welches einerley ift, " ‚Größe 


I — Cof. (x? T-369; 


koͤnnte in die Reihe dieſer Corm: A Sin. æ x SC 
` in 


» 
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(RER C tin. 3 x fi... T H/ Coſ. r x 
/ Coſ. 2 = x the umgekehret werden, fo wie auch 
(durch die bekannten analytiſchen Lehrſaͤtze der Tri⸗ 
gonometrie) in die Reihe i 
A" d BVE x T Cs x? TD“ w? x! T E^ ei X ` — 

in welcher nur ganze Potenzen, der veraͤnderlichen 
Größe x, vorhanden find. Dies widerſpricht aber 
der Evolution der Formel - b 


SCH x x E 
I — Cof. (Fx * 4 x) EN 
die wie befannt 


AU g 4 pm x M + Xx. E 
giebt, wo die gebrochenen Potenzen von x, keineswe⸗ 
ges vermieden werden koͤnnen. Hieraus iſt Ss d 
baf von ber buon 9 (x), deren Werth 
A e — SCH B fin. 2 

i a — * 
nicht auf alle Fälle, der vorgegebenen Frage paſſend 
iſt, und weniger generiſch ſey, als er ſeyn ſollte. 

Wenn jemand Gees ee die Groͤße 


; EE SA $ Kéi? 

koͤnne auf die Form 

a T 6 Cof. 2x T 7 Cof. 4x T ꝛc. 

gebracht werden, weil ; 

x=Sin.xta Sin. : x" Fb Sin. t x FC. Sin. :x(rTa Sin.: * 

Fbsin.: & T ꝛc.) Sin. x( a! xb / Coſ. ax he! Cof. xx ꝛc.) 

alſo e 

EE SE (a^^ + bCof.2x t c"Cof. As F c.); 
und endlich * 


x! m au A Ha Cof. 2x T e" Cof x ic. 
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fo würde er aus dem Grunde, eine falſche Einwen⸗ 
dung machen, weil aus der Gleichung: 


à 
x’ e alt 4 b" Cof. 2x T c" Cof. ax F ꝛc. 
wenn felbige differentiirt, und durch dx dividirt wird, 

eine andere: 


2 A D 
— = — 2b Sin. 2x — 4c^^ Sin, 4x — at. 


3 x" 
entftehet, welche nach der Hypotheſe x — o, die un⸗ 
gereimteſte Gleichheit oo — o hervorbringt. Ueber⸗ 
dieß wenn folgender Gegenſatz gemacht wuͤrde, daß 
auch der Sinus x, ín 
FTS Coſ. ax T h Cof. 4x T xc. 

verwandelt werden koͤnne, fo würde es nehmlich erz 
laubt ſeyn, feſtzuſetzen, daß 


Sin. :x=y Sin V ee) = ff g Coſ. ax 


h Cof, 4x + c., 
abet. dieſe Gleichung hat, einen doppelten Fehler, 


I. Weil 
d. Sin. : x 


— — SS I wenn x c0. 
dx 


und im Gegentheil 
d( ft g Cof. 2x T h Cof. 4x 1c.) 
dx 


So wenn x—o; 


11. Weil y = Sin. x eine Curve bezeichnet, die 
aus entgegengefegten Aeſten gebildet iſt, die ſowohl 
ober⸗ als unterhalb der Are, befindlich ſind; wogegen 

yc F g Coſ. ax T h Cof 4x I gc. 
eine Curve andeutet, deren Aeſte den Abſeiſſen x und 


— X 
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— x entſprechen, welche auf demſelben Theil der 
Axe liegen. ; 


—— ——— 


Anm. zum 69. H. Theil II. 


Die meiſten Anwendungen des Taplorfhen Lehr⸗ 
ſatzes, auf die Evolution der Funktionen, jeder ver⸗ 
aͤnderlichen Größe, wie unfer Autor gezeigt hat, gez 
hen bloß auf diejenigen Faͤlle, in denen die veraͤn⸗ 
derliche Größe ſelbſt, eine gewiſſe Zu- und Abnahme 
erhält; er erwägt aber keines weges, die Evolution, 
in der die veraͤnderliche Groͤße, unveraͤndert bleibe, 
obgleich die Taylorſche Formel, auch iin bieten Faͤl⸗ 
len, eine außerordentliche Huͤlfe leiſtet. Zu mehrerer 
Erweiterung dieſer bewundernswuͤrdigen Formel wird 
es glaube ich, nicht uͤberfluͤſig ſeyn, dieß hier kuͤrz⸗ 
lich anzufuͤhren. Es fep alfo z eine Funktion des Bi⸗ 
nomiums x T e, unb y eine ähnliche Funktion von x, 
d. i. z= (xta) unb y = (); fo wird 

= SE sidir d'y 
0 BEE er Z. dx ' 2,3.4d4x* Tae. 
ſeyn welche ee eine wahre Gleichung ſeyn 
wird, man mag eine Groͤße, welche man immer 
will, für „annehmen, und die veränderliche x mag 
(eon, welche es wolle. Folglich beſtehet die Giel: 
chung (A) auch alsdann, wenn fie in allen ihren ges 
gebenen Gliedern x und , x — o, und ſodann 
Sex geſetzt worden. Wenn daher die Werthe, in 
welche die Glieder uͤbergehen, 
dy ddy d'r EY. 
Y D dz dx* , dz! 4 qe. e 

durch 
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durch die Subſtitution x = o, K, A, Bj C, D it: ge- 
nennet werden, fo co pi die Formel: 


(8) KT RE 
9 te? +S 18 


Erſtes Beyſpiel. 

Es fen bie Erponenzialgröͤße a* zu evolviren, vor⸗ 
gegeben. 
Nimmt man x = o, fo findet man: 
£r Ce BS (la), C (a), D= (la)* ic. 

Deswegen wird nach gehoͤrigen Sübftitutionen, in 
der Gleichung ' 
(B) Tf 


ſeyn. 


say x*(la)* 
eu re Toe 


— 


Zweytes Beyſpiel. 
Es ſoll der Sinus x, durch die Reihe der. Poten⸗ 
; gem bes Bogens x, geſucht werden. 


d Es wird folglich 
ee Bx2 Gei Dei x 
Sin:x= EA TOU IE EE 


ba aber 
K eso, KE, B O, C-, Ke? 
* - Xx 


5 iſt ER 
— AE 


Sin; :x X — ba ALS 
— n —et 


Anm. 
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Anm. nach $. 151. Theil II. *) 
In den reciproken Potenzenreihen natuͤrlicher 
Zahlen, die e ect e ee durch 


Ne cin rn ta Ta 


bis ins WANS Em 55 E in der That, ſonder⸗ 
bar finden, daß die Summe aller Glieder in 
ungeraden Stellen, Te verhält zur Sum: 
me der Glieder in geraden Stellen, wie 
am — 1 zu 1. Dividirt man nehmlich die Reihe 
(A) de: am, fo entſtehet dieſe 
2m 2 25 eh; = b 

welche die older der Reihe (A) in geraden Stelen 
enthalt. Es iſt abet e = (B), und folgendes 

(QS En Milo. rs il 

(A) — OB). (RI eeng — 1 1, del. 
ut tes tus, er 
nehmlich die Summe der Glieder in ungeraden Stel— 
len, hat eben daſſelbe Verhaͤltniß, zue Summe der 
Glieder ia geraden, wie am — 1 zu 1 hat, 
Nimmt man daher den Exponenten m = 1, fo finz 
det man die reeiproke Reihe der ungeraden, gleich 
GE ber geraden und zwar 
f$TiTftiTi—ili Tififa 
wird m zz geſetzt, fo findet man 
WEE e E 3: 1. 
nimmt 


In der deutſchen Ueberſetzung por 9. 132. ftatt 9. 151. 


KEE d 


T 
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nimmt man m = 3, fo bekommt man 
zt Ath to t c.: 
3 T * T . TT ze Te = 7: 1; 

und uͤberhaupt in Reihen, welche aus reciprofen Pos 

tenzen, natürlichen Zahlen entſtehen, uͤberſteigt die 

Summe der Glieder, in ungeraden Stellen, um ſo 

vielmal die Summe jener in geraden Stellen, als um 

ſo vielmal die gleichnahmige Potenz von zweyen, um 
die Einheit vermindert, die Einheit uͤbertrift. 

! Allein hier gerathen wir, auf einen unerwarte⸗ 
ten, und ganz beſondern paradoxen Satz, daß nem⸗ 
lich, ſo oft der Exponent der Potenz, nicht um die 
Einheit groͤßer iſt, die Summe der Glieder in unge⸗ 
raden Stellen, dem bewieſenen Lehrſatz zufolge, klei⸗ 
ner ſeyn muͤſſe, als die Summe der Glieder in ge⸗ 

raden Stellen, da doch hingegen, die Glieder der 
ungeraden, mit jenen der geraden Stellen, einzeln 

verglichen, jederzeit großer gefunden werden, und 
zwar nach vorhergehender Analogie: 


1 I I I Y " 
qa T 2d fus zw 9a Dil 


Im 
1 1 1 1 1 ; 
er er o eig Fe 


ift das Verhaͤltniß der kleinern Ungleichheit, 
oder ein Verhoͤltniß des Kleinern zum Groͤßern, fo 
oft der Exponent m, um die Einheit kleiner iſt; hin⸗ 
gegen iſt das andere Verhaͤltniß 


1 1 I a 
Lir Te D 
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ein Verhaͤltniß der groͤßern Ungleichheit, oder 
ein Verhaͤltniß des Groͤßern zum Kleinern, weil jedes 
Glied, im vorhergehenden offenbar jedes Glied, das 
demſelben im Nachfolgenden entſpricht, uͤbertrift. 


Dies Paradoxon nun, hebt ſelbſt der ſcharfſinni⸗ 
ge Jakob Bernoulli nicht, welcher in der Abhandlung von 
den unendlichen Reihen $. XXIV. folgendes ſagt: 
„Es iſt gar , baf be der Reihe 


VI TS 2 7 75 7 3 7 4 d 
„deren Summe EC oder größer ift, als die 
„Reihe 


ftifitiTo. 


„der kleinern Nenner wegen, die Glieder ber unge- 
„raden Stellen, zu den Gliedern der geraden, der 
„Regel nach ein Verhaͤltniß wie va — x zu r 
»b. i. des Kleinern zum Groͤßern haben, wogegen jes 
„ne mit dieſe einzeln verglichen, dennoch ‚größer find, 
„deren entgegengeſetztſcheinende (n j ͤVVerhaͤlt⸗ 
„niß, ob ſie gleich aus der Natur des Unendlichen, 
„mit endlichem Verſtande, nicht faßlich zu ſeyn ſcheint, 
„dennoch von uns deutlich eingeſehen worden. Ein 
„gleiches ift auch von andern, ähnlichen Reihen zu 
„verſtehen, die eine unendliche Summe haben.“ Da 
aber Bernouilli, die wahre und, verſtaͤndliche Erlaͤute⸗ 
rung, dieſes paradoxen Satzes, niemals oͤffentlich be⸗ 
kannt gemacht hat, auch dieſelbe vergeblich, in der 
Sammlung ſeiner Werke geſucht wird; ſo glaube ich, 
daß es nicht undienlich ſeyn wird, ſelbige hiermit zu 
erörtern. Wenn alfo in der Reihe ; 

(A) 
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p : 
a) WEN A ritirate ; 


alle coma e am dividirt werden, fo daß daraus 
die e MK -— MM ' 
mm 4t E de en iu RE 


Jam 14m 
T. SE t de. 


fo ift es ſicher, daß die Glieder dieſer Reihe (A), in 
geraden Stellen, gefunden werden, ſo wie ebenfalls, 
die Glieder der dritten d Xy 
e I dci 
© 1» Ju f 5 e rn 
in ungraden Stellen; e uͤbertrift die 
Zahl der Glieder, in der Reihe (B), zweymahl die 
Zahl der Glieder der Reihe (C), weil die einzelnen 
Glieder der Reihe (B), aus den einzelnen in (A), 
durch am dividirt erfolgen, da hingegen die einzel⸗ 
nen Glieder der Reihe (C), bloß den abwechſelnden 
Gliedern der erſtern (A) entſprechen, deren Zahl 
zum wenigſten, die Haͤlfte der Zahl der Glieder in 
(und daher auch die Hälfte jener in (B). ift. 
Hieraus folgt, daß in der gegenſeitigen Vergleichung 
der Reihen (C) unb (B), nicht einzelne Glieder, mit 
einzelnen zu vergleichen find; ſondern daß nach ger 
ſchehener Vergleichung des Iten Gliedes, mit dem 
erſten Gliede, jedes Glied der Reihe (C) allezeit zu— 
gleich mit zweyen der Reihe (P) verglichen werden 
muͤſſe; fo wird alsdann nach der Hypotheſe m < x 
erhalten, daß jedes led der Reihe (C) kleiner ſey, 
als 


2 es if nehmlich C = A = 
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als das Aggregat zweyer in (B) fido entſprechender. 
Es fe) nehmlich ——, ein beliebiges Glied der Reihe 
(C), fo werden zwey mit demſelben uͤbereinſtimmende ` 
in (B) ee und ſeyn, und das Ver⸗ 
haͤltniß zum Aggregat derſelben, iſt 


1 T I 


am ; (28 am Sahm Ge E 
Multiplicirt man ferner, das Vorangehende, 
und Nachfolgende Glied der Verhaͤltniß, durch 


(za)m; fo entſtehet die Analogie: 


FFW uu A 
am ` (2a) (ga — am a — 17 


in welcher das andere Verhaͤltniß 
a m 
2m 8 — 

i t (- — I4 d 
augenſcheinlich ein Verhaͤltniß des Kleinern, zum 
Groͤßern ift; denn wegen m < 1, wird am <a, 

a E a 3 
und wegen pane > 1, wird (= 21 
folglich i : : 
Y a m ` 
SE —) oaa 
Alſo werden die einzelnen Glieder der Reihe (C) 
(ausgenommen das erſte) zugleich mit zweyen der 
Reihe (B) verglichen, ſtets kleiner ſeyn, fo oft nehm⸗ 
lich der Exponent m, kleiner als die Einheit ift; 
folglich iſt die Reihe (C) kleiner als jene (B), wie 
deren wechſelſeitige Proportion 2m — 1 f 1, darthut. 


Y 
rn. d — KE 


$ Hinz 
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Hingegen in der harmoniſchen Reihe: 

l tee. 
iſt dieß bemerkungswerth, daß wenn nehmlich die 
Glieder ungerader Stellen (ausgenommen das erſte) 
immer von zweyen einander entſprechenden, und zu⸗ 
gleich vereinigten Gliedern gerader Stellen, tveggez 
nommen werden, daraus eine neue Reihe entſpringt, 
welche eine endliche Summe hat, die ſie zwar in 
andern Reihen, wo eben dies Parodopon fi ereignet, 
nicht erhalt, indem in denfelben, die Summe der Reihe, 
die auf beſagte Art erzeuget wird, unendlich iſt. Wird 
in der harmoniſchen Reihe, von dem Aggregat zweyer 
Glieder 3 T 5, weggenommen 3, ſo entſtehet 


A Li i dd 


besgleichen 


S 
E ol 
1 * 4.10 
und hinwiederum 
I Ld — I * 
sz T xs — ZS ES TR u. f. f. 


man erhält alfo die neue Reihe: 


I I 1 E 
GA Sch ATO T 
bis ins Undendliche deren Summe Pr ift, weil 


fie die Er Dieter 
5 Eu TR ie. 


10. II 
weit tine, di jener 2. 
— I 
BR Th. 1 gg TETE f.. 


deren 
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deren Summe endlich, obſchon klein iſt. Hieraus iſt 
begreiflich, warum in der harmoniſchen Reihe, die 
Summe der Glieder in ungeragen Stellen, nicht klei⸗ 
ner ſey, als jene in geraden, obgleich jedes Glied 
ungerader Stellen (ausgenommen das erſte) kleiner 
iſt, als iwey zugleich genommen entſprechende, von 
geraden Stellen, welches daher kommt, daß die erz 
ſtern Summe, bloß um eine endliche Groͤße, in An⸗ 
ſehung der andern fehlt, ohnerachtet die Summe bey⸗ 
der, unendlich iſt. 


Auf nicht unaͤhnliche Weiſe, wird auch der 
Grund eines andern Paradoxums angegeben, daß 
nehmlich in der Reihe natuͤrlicher, zu irgend einer 
Potenz erhobener Zahlen, 

rr Ts T 6r V ge. 
bis ins Unendliche die Summe der Glieder in gera— 
den Stellen, zur Summe aller Glieder der Reihe, 
ein Verhaͤltniß haben, wie 2 m zur doppelten Einheit, 
in der Reihe natuͤrlicher Zahlen; zur vierfachen, 
in der Reihe der Quadrate; zur achtfachen, in der 
Reihe der Wuͤrfel hat ꝛc., obſchon die Glieder in 
geraden Stellen, als Theile der ganzen Reihe, deren 
vielfache Größe, auf keine Weiſe auszumachen ſchei— 
nen. Es wuͤrde daher aͤußerſt falſch und ungereimt 
ſeyn, wenn man in dem Wahn ſtaͤnde, daß die Reihe 
der Quadrate „der Wuͤrfel und anderer hoͤhern Po⸗ 
tenzen, aus den natuͤrlichen Zahlen, kleiner ſeyn 
muͤſſe, als die Reihe der natuͤrlichen Zahlen ſelbſt, 
in welcher ſie gleichſam, als Theile vom y Osten entz 
halten würden, each 


H 2 > Anm, 


garithmen. So iſt 
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Anm. zum 159. H. II. Theils. 


Aus der vortreflichen SE unſeres Autors, 
B Q 


; riet dës ee be ——— . 


I. 2x ar 5.65 
KR — T ꝛc. 


fließen einige Lehrſaͤtze, die ihres ganz beſondern Nuz 
ſtens wegen, ſich empfehlen, und hier bewieſen zn 
werden verdienen. 


Erſter Lehrſatz. 


Man nehme x für unendlich groß > 
und e für die Baſis der Dpperbolifden Los 


L| 


T 
get VN 
S vereal 


1.2.3.4. . * 0 = 


Die Eulerſche vorbenannte Gleichung, wenn x = ce 
angenommen wird, unb — x = — lex ijt, geht in 
biefe über: 

(A) At lad 13... p lx = äs TTD Ix — lex, 
Xft biefer Uebergang von Logarithmen, auf Zahlen 
erfolgt, ſo wird dieſe Gleichung ungeſtaltet in 
* 15 * 7 

= Yam 35. 3 E. W. 


Fa 


Zweyter " 


Wenn man x und p, als unendlich groß 


annimmt, ſo wird: 
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x(x — I) aos — 3). (x — p} 2) sio 
* 2 ET 2 


(2 p)“ epi 
Man ſubſtituire in der Gleichung (A) x — p für b 
fo befommt man 
11 1 12 1 13 . . f 16 — p) = G DI = 
= lex - pf lz x. 
Dieſe Gleichung ziehe man, von der erſten ( ab, 
ſo findet man: 
1. T1 — 1) T1 2) . T1 p T2) K 
Ix - pT S (Gf) le — (XK — p73) 
I(x — p) T le - 5. 
Man erhält daher, durch Fortſchreitung von Loga⸗ 
rithmen auf Zahlen: 
x( — H = 2 . De pf) A= pr) 
à * T A 2 
m 
De E 
W. 3. E. W. 


Dritter Lehrſatz. 


Nimmt man x unb p, für ſehr große 
Zahlen an (denn wuͤrden ſie als unendliche 
genommen, ſo wäre die Gleichheit abſolut) 
fo wird der Coeffizient des titen infinite 
ſimimal⸗ ⸗Gliedes, welcher im Binomium zur 
Potenz x erhoben worden, mit dem naͤchſten 
Ausdruck aͤquiret, 


* 


x18 Anm. zu Eulers Sam 
E TÉ 


pP Ti i eb mu em 


Aus der Ce pus ift bekannt, daß wenn das 
Binomium zur Potenz x, erhoben wird, der Coeffi⸗ 
zient des (p T nten infiniteſimimal-Gliedes, nichts 
anders ſey als: 
XIX — 1) (x — 2) G D. 
Ae xàub 5 
Allein da nach der Hypotheſe, x und p unendliche, 
oder auch ſehr große Zahlen ſind, ſo iſt der Zaͤhler 
dieses Ps vermoͤge des zweyten Lehrſatzes 
* T3 BE, p 
TE —, 
(x — vi e POTE 
und der Nenner nach den erſten Lehrſatz. 
FIRE té Vds 
ur Br ES 
Alſo wird vorbenannter Bruch d. i. der Coeffizient des 
(p T ten infiniteimafz Gfiedes im Binomium zur 
Potenz x erhoben, mit der Groͤße 
QI 


y? T4 A et FPE 
aͤquiret, W. "a E. W. Zi 


3u 
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Zuſatz L Wäre p = nx, fo entſtuͤnde: 


E +73 RE: TX 
KE (0,285 x—hx) ^ eck? Tar 
; 1 * 7% 


nx —nxTi 
n (1—2)* gl EE 


s (1—n) Si abs 


Zu ſatz II. Daher wird der Werth, bet größe 
ten oder mittlern Coeffizienten, welcher im Binonium, 
zu einer unermeßlichen Potenz * erhoben werden, 
gefunden; geſetzt es fep p = ix oder n = i, unb 
ſubſtituirt man dies, im vorhergehenden Ausdruck, fo ` 
wird jener in dieſen verwandelt, 

a 

i ez" 
welcher den Werth des größten Coeffizienten, darſtellt. 
Zuſatz I. Wenn das Binomium, zu einer un⸗ 
endlichen Potenz x erhoben worden, fo wird das 
Verhaͤltniß des groͤßten Coeffizienten, mit der Größe 


2 ; . : 
y x äquirt; denn es ift die Summe aller * 


zienten = 2x, mithin das obengenannte Verhältniß: 
A* 2 
:2 


Anm. 


r 
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Anm. zum 185. F. II. Theils. 


) Es wird vielen der Beweis unſers Autors, 
verdaͤchtig ſcheinen, welcher bloß auf dem Grundſatze 
beruhet, den er mit folgenden Worten vortraͤgt: 
Wenn alſo «cine unendlich große Zahl ift, 
ſo faͤllt dieſe Unterſcheidung Erwaͤgung) 
weg, weil eine unendlich große Zahl weder 
gerade noch ungerade genanntwer den kann, 
und es müffenalfo dabey die zweifelhaften f 
Glieder wegelaſſen werden. Hieraus folgt, 
daß die Summe von Reihen dieſer Art, 
wenn fie ohne Ende fortlaufen, bloß in 
der hinzuzufuͤgenden beftánbigen Groͤße be 
ft ehe. Jedermann begreift es, wie unzureichend und 
nuchtheilig dieſer Satz fep, welcher aus der dunkeln 
und geheimniß vollen Art, der unendlichen Zahl ber: ` 
genommen iſt. Dieſerhalb wird es ſich der Muͤhe 
lohnen, die Eulerſchen Formeln, mit einem neuen, 
und unumftößlichen Beweiſe zu verſehen. ) 


JK ere E 
II 1 — 2 T 3 — 4 f ꝛc. 0o 
III 1“. — äi f Tem — 
D. 1. tr tr 4 bien. 
v 15 — 2 ＋ 3. ti. = 
VI 1 + 3. — 4 f ꝛc. . g 
vu 1 — 2 f 3 Teer 
vm rf — 2˙ f 3 emo 
X 1 — 2 f 3˙ Ten 255 
2. ꝛc. 


2) 


) Eiche Greg. Fontana Diffrt. von den Reihen im 
erſten Bande erſten Theils: Memorie di Matematica 
e Fifica della focieta italiana 1784. 


Anm. zu Eulers Differenzialrechnung. 123 


2) Folgende zwey Lehrfäge, muͤſſen deshalb vor. 
ausgeſchickt werden. | 


Erſter Lehnſatz. 


Vermittelſt des Bogens x der durch ite 
gend einen Radius r, des Creiſes beſchrie⸗ 
ben worden, bekommt man die Gleichung 

Coſ. x T Coſ. ax F Cof. ax T Cof. 4x T x. g 
bis ins Unendliche = — i. Es fep 
8 Coſ. x + Coſ. ax T Cof. 3x r Coſ. Ax ka, 
dieſe multiplizire man durch Cof. x, fo bekommt man: 

SCofx = CofxCofx f Coſ. x Coſ. ax f Coſ. x Goſ. 3* T. 
- Cof. x Cof. 4x T 2c. 
Aus ber Trigonometrie ift bekannt daß das Produkt aus 
denen Coſinuſſen zweyer Winkel, mit der halben Summe 
und der halben Differenz dieſer Coſinuſſe gleich ift, ) 
Wird daher jedes Produkt beſagter Gleichung, in 
zwey Glieder aufgeloͤßt, ſo erfolgt: 
8 Coſ. x = 4 (Cof. 2x T. 1) T $ (Cof. 3x T Coſ. x) + 
& (Cof.4x T Coſ. ax) T 1€. = & T $Cofx f. Coſ. ax 

$ Cof. 3x T Cof, Asti, = i — i Cof x 5. 

Daher wird 
80 — coſ. *) = Coſ. x 3 d. i. 8 — i 


ſeyn. W. 3. E. W. 
Zweyter 


Es ift nemlich aus der Trigonometrie bekannt daß 
Cofx Cof y = 4 (Coſ. x T y) 1 2 (Coſ. x — y? 
Diernach- ift aljo das ere Glied 
Cof.x? — 1 (Cof 2x + Cofo) = f (Cof.ax T1), 
und fo findet ſich jedes folgende Glied. i 
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Zweyter Lehnſatz. 


Die unendliche Reihe 
S = Sin. x T Sin. 2 T Sin. 3u T Sin. 4x + ic. 
bis ins unendliche iſt gleich dieſem Ausdruck: 
Sin. x 
201 — Coſ. ` 
Wird die vorgegebene Reihe in den Cof x, multipli- 
zirt, ſo erhaͤlt man 
8 Coſ. x = Bes Coſ. x T Sin. 2x Coſ. x T Sin. 3x Cof. x 
T Sin. 4x Cof. x; I 2c. 
Werden nun m Winkel p, ogegeben, fo wird, wie 
aus der Theorie der Winkelfunktionen bekannt iſt, 
Sin. € Cof. 4 = 3 Sin. (o T 6) T 3 ( — 0) 
Deshalb ſindet man, nach pefe henag zerlegung jez 


des Gliedes in zwey, 
8 Cof. x = 2 (Sin 2x T o) f (Sin. 3x T Sin. x) f 


£(Sin.4x T Sin 2x) T 3 (Sin. 5x T Sin. 3x) T :. 
= $ Sin. x + Sin. ax T Sin. 3x F Sin. 4x T ꝛc. = 
8 — š Sin. X. 
Daher wird durch die Ces 
8 — S Cof. x zz, i Sin. x, 
und zuletzt : 
. 
Fe 
W. Z. E. W. 
3. Mittelſt dieſer Praͤmiſſen ergiebt fib der Ber 
weiß der Eulerſchen Formeln, von ſelbſt. 

J. Man differenziire die Reihe des zweyten Lehn- 
ſatzes, und dividire ſelbige durch — dx, fo ent⸗ 
ſtehet hieraus z ; 

(Mm) 
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(M). — Oof. x—2Cof. 2x—3 Cof.3x—4 Coſ. x — €. 
bis ins Unendliche 
. 
2 1 — Cof. x) 4. Sin. 2 x 
Nimmt man x für die halbe Peripherie, fo 
wird 
Coſ. x =—I, Coſ. zx, Cof.3x2—1, Coſ. Ax, 1€, 
und alſo geht die gefundene Sube; in die Ite 
über: à 
1213-475 6 fre... . W. 3. E. W. 
It, Man differenziire die Reihe des erſten Lehrſatzes, 
zweymal, und dividire ſelbige durch dx“, fo finz 
det man: 
(N) — Cof a Cof ax? Coſ. 3x — 4* Cof. 4x — 
: 5° Cof. 5x — 2c. 
wird daher x, für die halbe Peripherie ge⸗ 
nommen, ſo entſteht die Ite Reihe: ; 
I—213-—47435-6*t3i:..- 
III. Man nehme aus der Gleichung (M), das zweyte 
Differenzial, dividire es durch — dx^, fo giebt 
ſelbiges die Gleichung: 


(0) 


Es ift nemlich : : 
( Sin. x Jes ONE 


—Gu— E — 
2(1—€Cof. x 401 — Cof. x)? 
adx Sin. 7 dx Coſ. x 
401 —Coſ. ) 201 — Cof. x) 
Zeie, €) - — dx 


á 92010. x), da 
wird nun hierin mit — dx bipibirt, fo entſtehet 
1 


a (1 — Cof, x) 
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(o) — Cof. x —2! Cof. ax 35 Cof. x. . — 1t. 
z 1 —'1— 2 Cof 3x” 
S8 Sin. 3 X 
die vermittelſt vorgedachter Annahme von x, in 
die Mte Reihe verwandelt wird: : 
Doa 413—245 let 
w. Nimmt man auf gleiche Weiſe, die zweyte Dif— 
ferenz der Gleichung (N), und dividirt felbige 
durch — dx?, fo entſtehet diefe ` 
(P) — Cof. x — 2* Cof. ax — 3* Cof. 28 — 
4*Cof. 4x.— 5* Cof. 5x . . SS o, 
welche nach ber Hypotheſe x = r8o^, in die IVte 
Formel uͤbergeht 
si —2*'tvT3í—4 1 5 — 6 f c. = o, 
V. Die zweymal differenziirte, und durch =dx? dis 
vidirte Gleichung (O), giebt: 
og — Cof. x — 2'Cóf. ax — 3'Cof. 3x — 
28in. x T I3Cof.ix Hadol. a 
8 Sin. 3 & ; 
Wird daher wie igebräuhlih x = 180° genom⸗ 
men, fo geht gedachte Gleichung, in die Vte 
Govel über; 
Dos me TR S — WT, ꝛc. = f. 
VI. Man nehme die zweyte Differenz der Gleichung 
(P), dividire ſelbige durch — dei, fo erhält man 
die Gleichung: 
— Coſ. x — 2° Cof. 2x — 3° Cof. 3x — 
4° Cof. esse. iG, S2 o. 
Deswegen artet ſelbige, durch die Subſtitution 
der halben Peripherie für x in die vite Formel 
dus: 


= 


4 Cof.4xi— 2c. 


6 


I — 
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1 — 2 3 4 5 6. . 20. 0. 
W. 3. E. W. 

Auf eben dieſe Art, koͤnnen alle Eulerſchen ie 
Lehrſaͤtze, der Reihen ganzer pofitiver Potenzen, aus 
natuͤrlichen Zahlen, mit abwechſelnden Zeichen beſte⸗ 
hend, bewieſen werden, und man kann uͤberhaupt 
feſtſetzen, daß die Reihen grader Groͤßen, mit einer 3 
uneigentlichen genannten Summe, oder vielmehr mit 
einer erzeugenden Groͤße, verſehen ſind, welche 
ſtets dem Nichts gleich iſt; dahingegen die Reihen un⸗ 
gerader Potenzen, mit einer Summe, oder erzeuge H: 
den Groͤße die allezeit von dem Nichts 3 
iſt, verſehen werden muͤſſen. 

Eben ſo koͤnnen auch andere, den Eulerſchen 
ähnlichen Lehrſaͤtzen, von den Reihen der Potenz 
zen ungerader Zahlen, die mit abwechſelnden Zei⸗ 
chen verſehen ſind, bewieſen werden. 

I5 — 3n I 5 — 7. T 9 — 11a . fc. 

Sowohl in dieſen Reihen ungerader, als auch 
in jenen gerader Zahlen, kann man uͤberhaupt feſt⸗ 
fegen: daß die ungeraden Potenzen aus eis 
ner erzeugenden Große, die dem Nichts gleich 
ift, die geraden hingegen aus einer bes 
ſtimmten Große, entfpringen. 
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Durch die Differenzialrechnung, koͤnnen mit be— 
ſonderer Kürze, auch auf folgende Art, die Gocffie 
zienten der Formel, welche das allgemeine Glied, 
jeder zuruͤckkehrenden Reihe ausdruͤckt, gefunden 


wer⸗ 


Ce? ; i 
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werden. Es ſey alſo, die aus der zuruͤckkehrenden 


Reihe, der Ordnung t, 
y. 2 *** s 1 
„* 1, 1 3, * t — 1, K tt, 
entſtandene Gleichung, : 
B C su Ev = 
Ay. T Jet Tats EMY e o, 


aus welcher, wenn Yx az* gemacht worden, durch 
die Subſtitution (nach geſchehener Diviſion durch az“) 
die Beziehungs⸗Gleichung hervorgehet 
(A) Af BZ T O f zt f zt o. 
Man gedenke fih e, ©, „, Nals Wurzeln dieſer 
Gleichung; diefe Wurzeln ſeyen = æ in der Zahl n, 
ſo wird gedachte Gleichung, dieſe Geſtalt annehmen: 
(B) (G—a)(zmtpzm-"tgzm-*, . FE gr SO 
wenn m n = t angenommen worden. Man bes 
ſtimme * 
zm d pzm - 7 qm-*. GS Fg TK Z, 
ſo wird 
Es ſey ferner: 
dz = 2 dz, ddZ c Zu dz, d Z ES 2 dz z. 
hieraus bekommt man 


aP 
F == E f= O. 


(2 — 4) Z =P 


ſo erfolgt, wenn ; 
^7" 12 I/ 2 


gemacht worden, 


Die zweyte Differenziirung giebt: 
dd P . e 
qe Zt 24 GR 2^ 


| und 


á a 


^ 
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und wenn n = 2,2 = geſetzt worden, fo erhält 
man: ; Di 
TE zz. 
nda? 
Durch gleiche Art zu ſchließen wird gefunden, 
dn P 
? 1,0, IE . 
wenn z = æ, unb n, irgend eine Zahl der natürli 
chen Reihe 1, 2, 3, 2€. ifte Da nun 
Zz(2—6)2—75)2-—939)3. 
und æ für 2 gefe&t worden, fo wird 
Z = (a — C) ( — y) ( — ò) ꝛc. 
Wenn alfo in der Gleichung (B), die Wurzel æ eins 
zig, ober wenn n — 1 ift, fo erhalten wir 
Z ( = €) (e — v) (s — 2) 13 
de 
find aber zwey gleiche Wurzeln a, dergeſtallt daß 
Cee, fo ift 
M -6-2» (s — d) 16.5 
find drey gleiche Wurzeln d. i. a = € = v, fo ete : 
langen wir: 
a P 


= Z; 


— ES (a — Ye d c. u. ſ. f. 
2.3d« > 
2) Es fep B T Cz T Gz... T 2 2 , unb 


wegen > - i 
A T Bz T C2 . . Mzt- fa = (2— a)n (zm pzm - * 
en .. f f d g f H, 
desgleichen A =k (— a), fo ergiebt fib, wenn A 
weggenommen, und mit z dividirt worden 
r a 2 kr . 
D É ift 
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ift aber n = 1, unb 2 = æ geſetzt worden, fo ent: 
ſpringt Q = K. Aus der Differenziazion aber, wird 
weggelaſſen 

40 n e , (-Z + (k—a)u 
dz. « KE 2 4 
und da, wo n=2,2 = « angenommen worden, 
erfolgt ; 


s — 


Differenziirt man nun zum dritten, viertenmal ꝛc., 


fe wird , 
adda 


2d : 
gefunden, wenn n = 3, z = æ, desgleichen auch 
1 : 
Sech 
2. 3de? 
wenn m = 4, 2 =a und uͤberhaupt 
da-*Q | 
1.2.3... (nd) dE k, 
wenn n irgend eine Zahl der natütliden Reihe 2, 
3, 4, 1€. ift, die mit der Zahl zwey anfaͤngt. k hin⸗ 
gegen, mit dem Produkt aus — EN — yX — 2a. 
gleich iſt muͤſſen mit dieſem Produkt, vorbenannte 
Differenzialien gleich werden. 
Man beſtimme daß 
r 
ſo wird weil 
A = k (= n, Besnk(— n g Eë 
nach Weglaſſung des Gliedes A T Bz, aus der Glei⸗ 
chung (A) und geſchehener Diviſion durch 25, 


za Coi dE ea 1 80 (eil 


N i ſeyn; $ 


= k 


e 
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ſeyn; alſo geht in der That, der Ausdruck in der Hypo⸗ 
theſe nz, z=e, in Reg uͤber. Wird das Differenz 
zial genommen u. n 2, z gemacht, fo findet man 
d R ! 


S785 nimmt man hinwiederum n 3, z= æ D 


2 


ER, ; 
entdeckt man SE g,- nad eben der Weiſe 


2 


und Ordnung, wie vorhin. Es ift aber g, ein Ag⸗ 
gregat der Produkte, aus den Wurzeln ee AC. 
welche Produkte ihre Benennung, von der Zahl 
p — I entlehnen, folglich werden mit dem Aggregat 
der Produkte, alle vorbeſagte Differenzialien aͤquirt. 
Gleicherweiſe, wenn 
= E T C2. T= 
geſetzt wird, ſo findet man ; 
dn" 8 
$213 qan pmo A e 
d. i. den Aggregat der Produkte, aus den Wurzeln 
— 6, — y, — , xc. Dieſe Produkte erhalten ihre Bez 
nennung, vom Exponenten n — 2. Und ſo jederzeit 
von den uͤbrigen. * 
3) Es ſey zum Beyſpiel, das allgemeine Glied 
der ruͤckkehrenden Reihe 
Yx = aux T bex T ere, 
wo (Anm. nach den Ilten Cap.) ; 
ey GO TOYeTYS ves my : Sean, 
(e = EI = vy)" (€ — 4) 6 — „2? 
ay, — (a + O y, T yz 
(x — «) (y — 6) 
Weil a Gë biefet Hypotheſe, drey ungleiche 
Wurzeln æ, C, , herauskommen, fo wird 
- x 4E 


a = 


C — 


* 
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= = (a — C) (# — 7); Q = fy; R =5— f —y 


ſeyn. Deshalb giebt 
cds Oy, T Rye T ya 
dP 
da 
welcher Werth in b übergeht, indem æ in E unb € 
in « verwandelt wird. Eben fo gehet er auch in c 
über, indem « mit y, unb y mit « vertauſchet wird. 
4) Man gedenke ſich jetzt, nach angefuͤhrtem 
Beyſpiel, als wenn die beyden gleichen Wurzeln 
a = C; wären, fo nimmt nach Dieter Hypotheſe, das 
allgemeine Glied, diefe Form ag aax T b/ax- ex, 
wo (im ange. Ort $. 16.) 
ef ee, trad ent: 
(s AF 4 — y % 
ys — 2% y, Set, 
(x — «y ` 
Den Werth von a’, bringe man auf dieſe Form zuruͤck 
— — DE Lee. 
Cb e AE UE 4^ 
die von der vorhergehenden, wie hieraus erhellet, 
nicht verſchieden iſt. 
Vermoͤge der Hypotheſe, nach welcher n = 2, 
wird 


/ 


gies 


Ps — 


— ka? 
Qus cu ek gies 
Ei 


wegen k = — y gefunden. Macht man gleichfalls 
n = 2, fo ergiebt fib: 


bcne EES 


a? = k wë e mym m, 


weil 
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weil k = , get, Daher if 


Qy, * Ry. T Ys — 
„ 
2d 
Es iſt aber 
' ig 'dR 
ans e C^ T 9 1 de P y: 
PT ddP `" 
idm "ade 
unb hinwiederum GES 
— yy. T ("ty y: = ayy — bi - b⸗ 
(m véi RE ee Ee SE 
| ad 
folglich "Ug 
dd dR 
FF tr 
* Le — Ka ddp 


2d«? 
Dieſerwegen werden die Werthe, der unbeſtimmten 
Coeffizienten, folgendermaaßen ausgedrückt: 
2 — 24 . ce Yo 0 x 2 
E 
2da? 
= Yo T = Yı — ot 
E 
5) Wenn drey gleiche Wurzeln vorhanden, und 
im allgemeinen Gliede der Reihe c^, b”, a^, unbe— 
ſtimmte Coeffizienten, gleichen Wurzeln vorgeſetzt ſind 
(welche von den übrigen Wurzeln, auch immer un⸗ 
„ gleiche 


Les 


III. . = 
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gleiche ſeyn moͤgen) ſo erhalten wir jederzeit, "e 
eben dieſer Art zu ſchließen, folgende Formeln: 


1. “/ ss ` Or, + Ry: F Sys taky 2 


d?P 
2. 3d 
2 y. t A y. t $ y. u. el 
II. b. es de de d KZ S 
dP , 
2. 2dei 


ddQ „ddr „das x 
uU e Din E iata 


III. E 
2,3de' 
Hieraus kann man auf das deutlichſte, den Fortgang 
auf andere Faͤlle folgern, wo vier, fünf, ſechs ıc. 
gleiche Wurzeln, vorhanden ſind. 


Anm. zum XI. Capitel II. Theils.““) 

1. Eine Funktion irgend einer veraͤnderlichen Groͤ— 
ße, wird dann allezeit ein Groͤſtes oder Kleinſtes 
wenn die verſchwindenden Differenzialien der Funk— 
tion, auf einander folgender Ordnungen, von ungera— 
der Zahl ſind; ein Groͤßtes hingegen ſo oft deren 
uͤbrig bleibendes Differenzial, nach dem zuletzt verſchwin⸗ 
denden, negativ ift; ein Klein ſtes aber, wenn es poz 
ſitiv iſt. Dies wird ſowohl von unſerem Autor, als 
von andern, hin und wieder bewieſen. 

2) Nach Erwägung defen, fey Z eine algebrai- 
fhe Funktion, der veränderlichen Größen t, u, x, y, ꝛc. 
deren größte und kleinſte Werthe, erforſcht wer⸗ 

den 


0 Nach der deutſchen Webeniekung ster Theil. 
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den muͤſſen; aus dem Bewieſenen alſo iſt 

dz = pdt T qdu t. rdx T sdy + ꝛc, 
woraus alsdann dieſe Gliechung fließt: 

pdt T qdu f rdx 4 sdy T 26. eo 
Da ferner bie Beziehung, zwiſchen den veraͤnderlichen 
Groͤßen t, u, x ꝛc. fo wie auch unter ihren Differen⸗ 
zialien dt, du, dx 2c noch unbeſtimmt ift, ihre Bezie— 
hung mag ſeyn welche fie wolle, fo folgt augenſchein— 
lich, wenn vorbefagte Gleichung, ſtatt haben foll, 
daß die einzelnen Glieder pdt, qdu, rdx ie gleich 
Rull geſetzt werden muͤſſen. Hieraus entſtehen nun, 
ſo viele Gleichungen, als veraͤnderliche Groͤßen vor⸗ 
handen ſind, nehmlich: 

I. p = o; II. ꝗ = o; III. r £20; ze. 
Durch Hülfe dieſer Gleichungen, werden die Werz 
the der unbekannten Groͤßen t, u, a, zc. gefun⸗ 
den, die wenn ſie in der Funktion 2, an deren 
Stelle geſetzt werden, dieſelbe entweder zum Groͤß⸗ 
ten oder Klein ften machen. 

3) Run wollen wir zum zweiten Differenzial 
ſchreiten. Wenn, wie es erlaubt ift, als erſte beſtaͤn⸗ 
dige Differenzialien dt, du, dy ꝛc. Wen wer⸗ 
den, ſo erfolgt: 

d^Z = dpdt T dgdu T drdx F dsdy ae 
Es ſey: 
dp = Adr + Bdu T Ddx T Gdy 
dq = Bdt T Cdu f Edx T Hdy 
dr == Där + Edu T Fdx T jdy * 
ds = Gdt + Hdu T Jdx T Län, 
Daraus wird nun gefunden: : 
d'Zz Ade Tobdtdu Cdu* t 2Ddtdx aEdud FFdx” f 
abdıdy T2Hdudy 1 2]dxdy t Ldy'. 


Da⸗ 
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Damit wir aber, unter allen vom einfachſten Fall 
anfangen, ſo wollen wir annehmen, daß eine der 
veraͤnderlichen Größen, t fep, und alfo d^Z = Adr, 
wobey wegen des allezeit bejahenden Werthes dr, 
das Differenzial d’Z, ſtets mit demſelben Zeichen, 
verſehen ſeyn muß, womit die Groͤße & begabt iſt; 
deshalb wird Z, die kleinſte ſeyn, wenn A poſitiv; 
die groß eſte aber, wenn A negativ ifte Wenn nun 
A = o gefunden worden, fo kann von den darauf 
folgenden Differenzialien von 2, das Kennzeichen des 
Maximum und Minimum, hergeholet werden. 
4 Geſetzt nun, es waͤren in der Funktion Z, 
zwey veraͤnderliche Größen t und u enthalten; fo er⸗ 
folgt nach dieſer Hypotheſe: 


es Bd 
. d'Z — Adr T 2Bdtdu, T Ddu? = A(dt f —* 


t(c— Dau- 
Da in diefer Gleichung die Sued 
B du 
(* 1 Ge 


und du? ſtets poſitiv ſind, fo e das zweyte Diffe⸗ 
renzial d’Z, nothwendig poſitiv ſeyn, fo oft nehmlich 
je zwey Coeffizienten A und — — bejahend waz 
ren; negativ hingegen iſt es, wenn dieſelben beyde 
verneinend ſind, die wechſelſeitige Beziehung der Dif— 
ferenzialien dt, und du mag feyn, welche fie wolle. 
Daher wird fuͤr den kleinſten Werth der Funktion 
2, gehalten werden 


A = A 


nehm⸗ 
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| i 
nehmlich e 
6 — a oder CA > B*, 


weshalb C > o. Die vorgegebene Funktion 2, kann 

dieſerwegen, nicht die kleinſte, als nur unter fol⸗ 

genden drey Bedingungen ſeyn: f 
I. Aro; I. O o; II. Ac > B' 

Auf eben dieſe Art zu ſchließen, finden wir, daß der 

groͤßte Werth von 2, ſey 


B°? 
A ge ober c N 


desgleichen CA > B', weil A negatio , alfo auch 
C< o; deshalb kann bie Funktion Z, nicht das 
Mapimum erlangen, als unter bieten drey Bedin- 
gungen: ER 

A I. A So; U. C € o; III. CA 7. B-. 
Hieraus erhellet ferner, daß die Bedingungen des 
Mapimums, theils uͤbereintreffen, theils den Bedin— 
gungen des Minimum, entgegen ſind. 

5) Wenn entweder A, oder C, oder beyde zugleich 
= o find, oder auch B = o, fo kann die vorherge— 
hende Bedingung AC B?, keinesweges ftatt haben, 
folglich erlangt die vorgegebene Groͤße, niemahls den 
Werth des Maximum oder Minimum. Eben 
dieſes wird ſich ereignen, wenn A und C, entgegenz 
geſetzte Zeichen haben ſollten, weil alsdann wegen des 
allezeit poſitiven Werthes B^ die Bedingung AC >B? 
unmöglich wird. Wenn aber D, zugleich mit A oder 
C verſchwindet, fo hängt der Werth des zweyten 
Differenzials d^Z, blos allein von der veraͤnderlichen 

Groͤße ab, welcher dieſem zufolge, entweder Ma ri⸗ 
mus, 


I : : 
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mus, ober Minimus oder keines von beyden, waͤre, 
und zwar nach denen, vom Autor angegebenen Kenn— 
zeichen, fuͤr die Funktionen einer veraͤnderlichen 
Groͤße. Wenn endlich die ganze Groͤße dZ — o, . 
nehmlich A = 0,B = o, fo muß man zum 
dritten Differenzial A7 7, feine Zuflucht nehmen; verz 
ſchwindet dieſes nicht, fo kann die Funktion Z, weder 
ein Größtes noch ein Kleinſtes ſeyn; folte es aber 
verſchwinden, fo muß man das vierte Differenzial d*Z, 
ſuchen, wo man alsdann, nach der hier dargeſtellten 
Methode, leicht erkennen wird, ob der Werth defel- 
ben poſitiv, oder negativ fen, und hieraus wird ſich 


hinwiederum, der groͤßte oder kleinſte Werth, der 


vorgegebenen Funktion, ergeben. 

6) Sft 2 eine Funktion, von drey veraͤnderlichen 
Größen t, u, x, fo nimmt das Differenzial d?Z, diefe 
Form an: P 

d'Zz Adt? t 2Bdtdu T Cdu*  2Ddtdx + oEdudx + Fdx? 


riet cae 
12 (E- SE T (r — 59 dx? 


Es werde 


/ . r 
2 2 


; B BD D 
bg SE Be oh; Bm, A 
fo geht die Gleichung in dieſe über: 


d 
d Z A (dt 4 tI) T adu? T abdudz t cdx? 


ez A (at t —): +a (du ut)” (sher 


Du d ee 
(dt 


i 
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(a +2)", [Crux „und ds? 


welcher ſtets poſitiv ift, fo wird auch das Differenzial 
d'z, gleichfalls poſitivb feyu, wenn die Coeffizienten 


bs Am 
A,a,unb c— z, mit dem Zeichen T verſehen wor⸗ 


den, folglich finden fuͤr den kleinſten Werth der 
Funktion 2, folgende Bedingung ſtatt 
A 73a o; ea » Bo, 
oder wenn deren Werthe, a, b, c dafür in die Stells 
geſetzt werden: 
i pê pt BDA 2 
Ae; — oio x) EM (Emir) 
nehmlich l 
A 70; CA B? und (CA —B*)(FA—D*) (EA — BD)* ; 
woraus abermals 
% F O und RA 55992 
entſtehet. Deshalb wird das Minimum der Funk⸗ 
tion Z, unter folgenden fünf Bedingungen, beſtimmt 
werden: 
I. Ao; II. Co; IILF>o; IV. CASB'; V. FAD*. 
Gleicherweiſe wird der groͤßte Werth von 2, 
unter dieſen Bedingungen gefunden werden: 
A To, CA>B?, und (CA—B?) (FA—D?) > (EA—BD)* 4 
denn L muß a So ſeyn, nehmlich: 


$573 B* 
Ca F <p, oder G ; 
es ift aber A negatio, folglich 
b* ies, * 
CA g-. II. ift c EE d. li. ee =; 


weshalb, weil a negativ ca > b^, d. i. 
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(c -) (0:99 (-2 oder 


(CA — B*) FA — De) > (EA — BD)* 
woraus FA > D^, und F < o entſteht. Es ſind da⸗ 
her die Bedingungen des Maximum folgende: 

LA Zo; ILC Ko; III. F <0; IV.CA> B*; V.FAD- D'. 

7. Wenn die Größen A oder C einzeln, oder bey- 
de verſchwinden, fo wird die IVte Bedingung unmoͤg⸗ 
lich. Verſchwindet F, fo fällt bie Vte Bedingung weg. 
Hieraus folgt, daß die Funktion Z, weder Mari 
ma, noch Minima ſeyn koͤnne, wenn die Groͤßen 
A, C, F ſowohl einzeln, als alle verſchwinden. 

Aus dem Geſagten erhellet deutlich, daß die 
Theorie auf vier Funktionen, oder auch auf mehrere 
veränderliche Größen, anzuwenden fey. 

9. Da dieſe neue Theorie, von Eulern nicht be— 
ruͤhret worden ift, fo wird es nicht unnuͤtz ſeyn, fol 
gendes zu bemerken. : 

Von welcher Zahl auch, die veraͤnderlichen Groͤ⸗ 
ßen ſeyn moͤgen, welche in die angegebene Funktion 
Z eintreten, wenn jede derſelben, für fich betrachtet, 
und das Max im um oder Minimum geſucht wird, 
welcher derſelben zukommt, waͤhrend die uͤbrigen ſtets 
dieſelben bleiben, fo werden einzeln, die erſten Diffe- 
renzialien pdt, qdu, rdx, sdy ac. gefunden werden, 
deren jedes gleich Null gefegt die $. 2. dargeftelt- 
ten Gleichungen, liefern wird, nehmlich 

p So, q 2 o, r S o, s SO c. 
Auf eben dieſe Art werden die fuͤr ſich, bis auf die 
zweyten Differenzialien, fortgehenden Groͤßen 
Adt?, Cdu?, Fdx?, Ldy? x. 
ger 
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gefunden, wobey, wenn A, C, F, Lac, entweder 
ſaͤmmtlich voſitiv, oder negativ wären, jeder leicht 
einſehen wird, daß die Werthe betfelben t, u, x ꝛc., 
die aus den Gleichungen p = 9, doe, heraus- 
geworfen worden, nothwendig der vorgegebenen 
Funktion Z, entweder der groͤßte oder kleinſte 
Werth, beylegen werden. Und ſo iſt in der That 
ausgemacht, daß dieſe Funktion Z, wenn ſie nur das 
Verhaͤltniß, einer der vorgedachten veraͤnderlichen 
Groͤßen hat, entweder Maxima oder Minima 
ſeyn muͤſſe. Allein wird wohl jemand mit Sicherheit, 
das Urtheil fallen koͤnnen: daß dasjenige, was für 
irgend eine veraͤnderliche Groͤße, für fid) betrachtet 
behauptet werden koͤnne, fuͤr alle zugleich genommen, 
gelten muͤſſe. Dies wollen wir aufs genaueſte un⸗ 
terſuchen. 

9. Es ſey affo. Z, die Funktion zweyer beránberz 
lichen Größen t und u, die zugleich die Ordinate ſind, 
fo daß die Coordinate dieſer Fläche, drey veraͤnder— 
liche Größen Z, t, und u, derfelben. Die Frage wird 
alſo darauf ankommen, daß man die groͤßte Ordi⸗ 
nate der Flaͤche, finden muͤße, deren Gleichung 
dz - pdt T qdu fey. Wenn u zu einer beſtaͤndigen 
Groͤße gemacht wird, ſo geht die Gleichung in 
dz = pdt über, und fie druͤckt alsdann, alle mit der 
Axe dieſer Flache, parallel gehenden Schnitte, der 
Groͤße t aus, je nachdem die Groͤße u, verſchiedene 
Werthe annimmt. Man feke p — o, und nehme aus 
dieſer Gleichung, den Werth der Groͤße t, welcher 
in jeglichen Parallelſchnitten, die Ledinate Z entwe: 
der wieder SRapimam oder Min imam machen 

wird. 
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wird. Weil nun u als beſtaͤndig angenommen wird, 
(o ift das zweyte Differenzial d^Z = Adr, folglich 
kann man billig, aus dem bloßen Werth von A, auf 
die exiſtenz des Maximum oder Minimum ſchlie⸗ 
ßen, wofern nur der begehrte Werth t, aus der Gfei- 
chung p = o, ſubſtituirt wird. Wenn alfo für jeden 
Werth von u, die Größe A entweder negativ, oder 
pe ſitiv gefunden wird, ſo bekommen alle vorgedachte 
Schnitte, entweder Maximum oder Minimum, 
und wenn ffuͤr den verſchiedentlichen Werth von u, 
die Groͤße A mit verſchiedenen Zeichen, verſehen wird, 
ſo erhalten dieſe Schnitte, unter gewiſſen feſtgeſetzten 
Einſchraͤnkungen, das Maximum oder Minimum. 
Wäre A = o, es fep der Werth der beſtaͤndigen 
Groͤße, welcher er wolle, dann wird keiner jener 
Schnitte, weder das Marimum oder Minimum 
haben. Jf hingegen A allein = o, wenn u beftimmte 
Werthe hat, dann werden dieſe Schnitte, welche 
vorgedachten Werthen von u entſprechen, ſowohl das 
Maximum als Minimum, nach dieſer Hypotheſe⸗ 
beraubt. Der geometriſche Ort, aller dieſer Drdina- 
ten, ift in der Gleichung p = o, in bloßer Erwaͤ⸗ 
gung der Veraͤnderlichkeit von u, enthalten; daher 
bilden die Ordinaten in dieſer Flaͤche, einen Schnitt, 
der entweder von einfacher, oder doppelter Krümmung 
iſt, und der durch je zwey verbundene Gleichung, 
dz Spdtf qdu und p=o oder dz = ꝗdu und p=o, 
beſtimmt werden wird. Woraus es deutlich iſt, daß 
man bey Erfindung des Maximum ober Mini⸗ 
mum, der ganzen Flaͤche, die größte oder klein— 
ſte Ordinate, die dieſem Schnitt gemaͤß iſt, ſuchen 
müge; dadurch bekommt man wiederum q = o, wel- 
che 
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che Gleichung, den Werth der andern veraͤnderlichen 
Groͤße u, darbieten wird. 

10. Nun wollen wir, zum Differenzial von q, 
nehmlich zur vorhin gefundenen Gleichung dq = Bdt 
T Cu, uͤbergehen. Da alfo aus der Gleichung pro, 


r durch u beſtimmt wird, oder im Differenzial dieſer 
{ Bdu- 
Gleichung Adt.f Bdu = o alfo dt = — Ze wenn 


man dieſen Werth in der vorhergehenden Glei⸗ 
B 

chung ſubſtituirt, fo ift; dq = ECT T C) du 

woraus fid) ergiebt, daß die Ordinate Minima feyn 


B? 


toerbe, wenn bie: Größe — ET poſitiv, d. i. C> — 


B= 
war; Maxima werd wenn c < — x dt end⸗ 
lich aber weder Maxima noch Ey wenn 
p? 
C e 2 in ſofern die übrigen hoͤhern Differenzia⸗ 


lien, unter den oben angezeigten Bedingungen, be— 
hauptet werden. Wenn wir nun ſolchergeſtalt, das 
Maximum und Minimum reiih erwägen, fo 
werden wir ſinden, daß die Ordinate 2, unter allen 
übrigen, nicht ein Groͤſt es ſeyn koͤnne, die in der 
Durchſchneidung, vermoͤge der Gleichung dZ =. ꝗdu 
enthalten, wofern nicht alle Ordinaten, die dieſen 
Schnitt ausmachen, eben fo viele Maxima, in homo- 
logen Parallelſchnitten ſind. Aus gleichem Schluße, 
kann auch die Größe 2, nicht Minima ſeyn, wofern 
ſie nicht gleichfalls Minima, in dem Schnitte iſt, 
der alle Minima umfaßt. Hieraus kann man fer⸗ 
ner ſchließen, daß die Werthe von t und u, welche 

aus 
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aus den Gleichungen p =, q—0 hergeleitet, 
und die in den Groͤßen A, und C SE ſubſtituiret 


worden, den groͤßten Werth der Ordinate 2, anneh⸗ 


2 


, B ; 
men, wo A negatio unb C < x" Aih 686 5e -p* 


war, fo wie hingegen die Ordinaten 2, durch jene 
Subſtitution, den kleinſten Werth bekommen, wenn 


Ba 
A bejahend, und C > SH oder CA & Bs ift; 


welches alles mit der oben erklärten, allgemeinen 
1 Theorie „uͤbereinſtimmt. 

iL Die vorerwaͤhnten Bedingungen finden ſtatt, 
wenn u zuerſt als beſtaͤndig betrachtet wird, t aber 
als veränderlich; geſchiehet aber das Gegentheil, unb 
man nimmt u als veraͤnderlich, t hingegen als be— 
ſtaͤndig an, fo ereignen fih folgende Bedingungen: 
C So und AC bi, fürs Maximum: c > o und 
AC t» B? fürs Minimum; welches in der That lauf eins 
hinauslaͤuft. Uebrigens wird diefe andere Methode, 
die Bedingungen derer Maximum und Minimum, 
bey Erfindung der Funktionen, zweyer veraͤnderlicher 
Groͤßen, gleichfalls auf andere, mehr komplexe 
Funktionen, angewendet. Dieſe Methode iſt mehr 
PU und analytiſch, als die erftere, weshalb wir 

dieſelbe, hier uͤberhaupt entwickeln wollen. 

12. Geſetzt es waͤren in der Funktion 2, ſo viele 
veränderliche Größen enthalten, als man deren wolle, 
die uͤbrigen hingegen, wuͤrden als beſtaͤndige betrach⸗ 
tet, fo ertwäge ich eine derſelben, bloß als veränder— 
liche Groͤße, und leite aus der Differenziation, die 
Gleichung für das Maximum oder Minimum ab; 

wird 
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wird nun nach dieſer Hypotheſe, das zweyte Diffe⸗ 
renzial genommen, fo fónnen die Bedingungen bez 
ſtimmt werden, welche der Funktion 2, entweder der 
groͤßten, oder kleinſten Werth, oder keinen 
von beyden, beylegen. Vermoͤge dieſer erſten, abfoz 
luten Operation, fubftituire man in der Funktion Z, ` 
oder deren Differenzialien, den gefundenen Werth, 
der erſten veraͤnderlichen Groͤße. Eben ſo ſtelle man 
auch, die Rechnung bey der andern, veraͤnderlichen 
Große an, und ſubſtituire deren hervorgebrachten 
Werth, in der Funktion Z; endlich gehe man zur 
Unterſuchung, der zten veraͤnderlichen Groͤße u. ſ. w. 
fort. Betrachtet man t, als die erſte veraͤnderliche 
in Z, fo ift dZ = pdt, d'Z = Adr, woraus fi) 
p So, unb A > o für das Maxim um ergiebt. 
Wären t und u beyde veränderlih, fo würde dz = 
pdt f qdu erfolgen, und diefe Gleichung, wegen 
p = o, in dz = gdu übergehen, woraus folgt, daß 
dz = (Bdt F Cdu) du; da nun p = o, fo ift auch 


B 
dp = o, unb Adt T Rdu == o, oder dt — SE 


Aa 


ſubſtituirt man bieten Werth, in der vorigen Gleis 


chung, ſo erhaͤlt man t 


B? S 
62 ( fO 
* . 
Folglich wird q = o unb — 102 o für das 


TEE, B^ : 
Minimum, — 1 10 4 fuͤr das Maximum 


fen. Weil nun A poſitiv beym Minimum, negativ beym 
Mapimum if, fo entſpringt für beyde, die Bedin- 
gung AC > B 


St 
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Iſt außer den vorhergehenden, zwey veränderli⸗ 


che Groͤßen, auch die dritte x, zu erwaͤgen, fo wird 


T 


der Werth von dZ, in Anſehung der drey veraͤnder⸗ 
lichen t, u, * geſucht, und man erhaͤlt 
Se dz = pdt T qdu T. rdx, 
welche Gleichung wegen p = o, d = o in dZ = rdx 
übergeht; daher bekommt man das zweyte Differenz 
zial d^Z es (Ddt f Edu T Fdx) dx; alsdann ſuche 
man aus den Gleichungen p —0, q = o oder dp. 
dq = o, d. i, Adt f Bdu T Ddx = o, und Bdt T Cdu 
+ Edx = o, die durch dx ausgedruͤckten Werthe, von 
dt und du, fo findet man: 

* E AE de ‚du a DE dx 

AC — B? AC — B. 

Nach deren Subſtituirung, in idem Ausdruck d'z, 
gelangt man auf die N e 


dz Sr ad pa? Sp p)ar 
aj SAC — B= AG — B= Sy x. 


woraus folgt, daß man für ba CN obet 


Minimum, zuerſt r = bekommen werde, ſodann 
aber 


BE — CD BD — 
— O —— 
AC - RR LCE 5 


fúr das Min im um, unb 5% o ye das Maximum. 
Wenn nun der Nenner AC — B^, der jederzeit pofiz 


tiv ift, weggenommen wird, fo erfolgt 


2BDE — CD. — AE — FB? F ACF & o, 
für das Minimum, und < o für das Maris 
mum. Dieſen Ausdruck multiplizire man in A, wel: 
cher im erſten Fall poſitiv, und im andern negativ 
iſt, ſo erhaͤlt man: f 
- ADR 
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2ABDE — ACD? — A^E* — AB^F t A?CF > o, 
ſowohl für das Maximum, als Minimum, d. i. 
(CA — B*) (FA — D^) > (AE — BD 

Wie groß auch immer die Zahl, der veraͤnderlichen 
Groͤßen geweſen ſeyn mag, ſo wird dennoch immer 
die Sache, nach eben dieſer Methode bewerkſtelliget. 

Diefe neue Theorie, erläutert der berühmte de fa 
Grange, von welchem wir ſelbige hergenommen ha⸗ 
ben, durch folgende Beyſpiele: ett Batz 


Erſtes Beyſpiel. 


Wenn eine beliebige Anzahl, vollkom⸗ 
men elaſtiſcher Kugeln, in gerader Linie, 
jede von der Andern abgeſondert, fi befinz 
den, von denen bie erfte, mit der gegebe— 
nen Geſchwindigkeit c, fih zur andern, die 
ſe mit der erlangten Geſchwindigkeit, ſich 
zur dritten, die dritte zur vierten und ſo 
fort, bis zur letzten bewegt; und der er- 
ſten und letzten Maſſe gegeben worden, die 
Maſſe aller mittlern zu finden, ſo daß die 
letzte Kugel, die größte Geſchwindigkeit 
unter allen, durch den Anſtoß erhält. 

Es ſey der erſten Maſſe a, der letztern b, und 
t u, , y ꝛc. die mittlern unbekannten Maſſen, fo wird 
nach den bekannten Geſetzen des Stoßes, die Geſchwin— 
digkeit, welche die erfte Kugel a, der andern t mite 


theilt, gefunden = SC ferner die Geſchwindigkeit, 


'2act - 
Gi erw” 
K jener 


welche die zweyte der zten u giebt, ift = 


146 Anm. zu Eulers Differenzialrechnung. 
jener der 4ten x, durch den Anſtoß der zten ift 


2actu 
RRE 
Es kam daher bie Geſchwindigkeit a letzten b, aus⸗ 
gedruͤckt werden durch: 


2catuxy xp b 
(A F ) (t T ü) , p Y)) FR ` 


folglich mug biefe Größe, ein Marimum ſeyn. Man 
fee dieſe = 2, und nehme auf beyden Seiten Loga⸗ 
rithmen, ſo erhaͤlt man 
laca ic T lu Tlx ly F ꝛc.— aft) —Kt tu) -u N 
0o—MKxy)—.axe-lz, 
hieraus Pad durch bie — EDEN 
A du dx 


: T = 1 MIS 85 
dt — dtjdu.— dufdx cht _ EL 
apt ttu ufx K 1 ` 
werden nun die Glieder, mit eben demſelben Diffe- 
renzial verbunden, und auf ws Benennung ge⸗ 
dracht, ſo bekommt man: 
„_ Zläu—t)dt Z(tx—u?)du Stagë 
Kalt) Kart) (rho) u(tra)(uTx) uuf) (XT) Ti. 
worauf für das Maximum und aa fol⸗ 
gende Gleichungen ſich ergeben: 
au zs t^; tx Du; uy 22x* xc. welche nalen 
a: t t: uu: x xXx: y x. darbieten, und zwar 


— 


Eat u: x: b; 


es bilden daher die Maſſen aller Kugeln, eine geo⸗ 
metriſche Progreſſion, aus den beyden aͤußerſten Glie— 
dern a und e beſtehend. Damit wir aber auch das 

Ma⸗ 
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Maximum, vom Minimum unterſcheiden npud fo 
fen der Kürze wegen: 
ER ez 
cr - eis Tris "xb Gd, 
folglich, wenn die Gleichung $. 2, hiermit verglichen 
wird, ſo iſt 
pea (au te); derr ; p x); i 
«tfo 
dpz(au—t^) de fa (adu—otdó ; dq 2 (tx — us) dd 
E dr zz (uy—x^) dy Fy (ydırfudy 
SAX QR) e. 
Da aber bie Glieder a, t, u, x, y 36; ftetig proportio⸗ 
nal find, in Rücficht der beftändigen Verhaͤltniß 
1: m, einer jeden vorhergehenden, zu feinem nad, 
folgenden Gliede, ſo werden wir 
t= ma, u = m'a, x = m'a, y & m^a z. 
finden, desgleichen 


Se. 


e e 
6e 57 2 ue s 
m 


diefe in den vorigen NE) ſubſtituirten Wer? 


the, geben: 
dp = aa (du — amdt) 


2d 
dq = «a (dt — wa 
du 2d 
de = aa E SEL) ; u. f. f. | 
folglich wird, wie oben bewieſen worden 
a 
A amaa; BR aa o Ber 


2% ea 
iE aco; H z 5j = 2:15 


82 P 


XA 
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ſeyn. Hieraus erhellet ſogleich „daß A negativ, und 
werden die übrigen Bedingungen erfüllt, ſo ijt die 
© Größe 

A catu xy . b 

AT cf eh F d e 

oder bie Geſchwindigkeit, welche der letzten Kugel 
mitgetheilet worden, ein Maximum. Da nun 

AC = 4«^a^, u. B'. , 
ſo wird deshalb I. AC > p” gefunden. Es ift feyner 


Ae ai 
A B= gd; FAS 1 m — 
CAT gees , u. (EASD) 
. ^a* 


hieraus erfolgt 

II. (AC — 5?) (FA — D > (EA — BD)*. 
Wären blos zwey Kugeln, fo ift es genung, wenn 
man nur die erſte, dieſer Bedingungen erfuͤllt, und 
wenn drey Kugeln dazwiſchen ſind, ſo iſt die zweyte 
Bedingung hinreichend, folglich vermehrt ſich die 
Vielheit, nach der Zahl der veraͤnderlichen Bedin— 
gungen. Wird nun unverdroſſen, die Rechnung noch 
weiter fortgeſetzt, ſo werden alle Bedingungen dieſes 
Problems, erfuͤlt werden, und man wird behaupten 
koͤnnen, daß in jeder Reihe, ſtetig proportionirli, 
cher Kugeln, die der letztern mitgetheilten Geſchwin⸗ 
digkeit, durch die Mitwirkung der dazwiſchen befind⸗ 
lichen, unter allen moͤglichen die groͤßte ſey. 

Dieſe Aufgabe ward zuerſt von Ugenius, hernach 
aber von andern Geometern behandelt; allein es 

herr⸗ 
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herrſcheten in derſelben, keine zuverlaͤſige Beſtim⸗ 
mungen, welche wir hier als. nothwendig, fuͤr die 
Exiſtenz und Unterſcheidung des Mob und Mi⸗ 
nimum erfunden haben. 


Zweytes Beyſpiel. 
Es fep bie Allgemeinegleichung der 
Flachen, von der zweyten Ordnung: 

2 e ax* T zb Ẹ cy — ex — fyi 
man foll ben Punkt der Fläche finden, wo 
die Ordinate 2, unter allen die Groͤßte 
oder die Kleinſte wird. 

Nach genommenem Differenzial der Gleichung, 
entdeckt man: 
azdz = (2ax T aby ==- e)dx T Gbx T 2oy u; 
hieraus bekommt man folgende zwey Gleichungen: 
aas T aby — e = o; acy f aby — f = o, 
welche l N 


ee — b^ af — eb 
Ax aleetecuh) SG 5. 


geben. Man nehme das zweyte Differenzial, fo 
wird man wegen dz — o, 
22d 2 ex 2adx^ T 4bdxdy acdy⸗ 
finden. Damit aber die Ordinate 2, unter allen die 
groͤßte fep, fo muͤſſen die Größen à und c, beyz 
de negativ ſeyn, hingegen poſitiv, damit ſie die 
kleinſte fep. Wenn aber unter Vorausſetzung dies 
fer Bedingung, die andere ca > bb mangelte, fo 
würden die gefundenen, und in der Gleichung der 
Flaͤche ſubſtituirten Werthe x und y, die Ordinate 2 
keinesweges ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes maz 
chen. Es hat daher unſer Autor, im Anhange 
der 
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der Einleitung, zur Analyſis des Unendli⸗ 
chen im aten Theil, aus andern Grundſaͤtzen, deutz 
lich gezeigt, daß wofern ea nicht > bs ift, die gege: 
bene Flaͤche, ins Unendliche ausgedehnt, und der 
koniſchen Aſſymptote, beygelegt werden koͤnne. Dies 
aber iſt gaͤnzlich, dem Begriff des Maximum und 
Minimum, zuwider. 

13. Hieraus erhellet, daß die gemeine Methode 
des Maximum und Minimum, ſehr oft viele Unbe⸗ 
quemlichkeiten, und Irrthuͤmern unterworfen fey, wenn 
man nicht, in ſofern die Rede von mehreren, veraͤn⸗ 
derlichen Größen, einzeln für fih betrachtet, bie unz 
getheilteſte Aufmerkſamkeit anwendet. Gleich wie im 
vorhergehenden Beyſpiel, wenn wir bloß x, als eine 
veraͤnderliche Größe, betrachten, fo finden wir das 


erte Differenzial 2(ax. T by — Dax, und das zwey⸗ 


te 2adx^; desgleichen wenn y, als veraͤnderlich ange- 
ſehen wird, ſo bekommt man fuͤr das erſte Differen⸗ 


zial 2(cy T bx — 5 dy, unb für das zweyte 2cdy?, 


Werden dieſe beyden erſten Differenzialien, gleich 
Rull geſetzt, ſo geben ſie diejenigen Gleichungen, 
welche wir im vorhergehenden ., gefunden Ihaben. 
die beyden zweyten Differenzialien hingegen, deuten 
den groͤßten oder kleinſten Werth, der Ordinate 
an, ſo oft nehmlich beyde a und e, entweder nega⸗ 
tiv oder poſitiv waren; allein dies Kennzeichen, in fo 
fern demſelben die andere Bedingung ca > bb manz 
gelt, iſt wie wir bewieſen en, unvollſtaͤndig und 
fehlerhaft, 

Anm. 
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Anm. zum XVI. Capitel. II. Theile, 


In biefein Capitel, welches die Bernouiliſche i 
Regel, von Erfindung des Werthes des unbeſtimmten 
Bruches? enthält, geſchiehet von unſerem Autor, 
keine Erwaͤgung irgend eines denkwuͤrdigen Falles, in 
welchem diefe Regel zu fehlen ſchien, wenn man 
nehmlich, nach unendlicher Wiederholung der Diffe— 
renziationen, immer wieder auf denſelben unbeſtimm—⸗ 
ten Ausdruck 8, kommt. Ein Beyſpiel hiervon, ha: 


ben wir in der Formel „die, wo 2-1 


en 
1:1(1.}.x)’ 
in o. 1o, oder da lo = — c = — à ín—$, 
oder 2 übergeht. Denn wenn die Differenzialien, des 
Zaͤhlers und Renners der opem Some rm 
genommen werden, fo fommt 
d(Y T x) ES? - 
dix] — D kaft ils eg, ei 
und kehrt man hinwiedernm — t3 [DG t3 
um in 
St en 
KH. fa]. 
fo erhalt man — 
d[—G t3. de ator . 


UU TF EDPN 2 ët 


welches wenn man bis ins Unendliche fortfaͤhrt, ſtets 
einen unbeſtimmten Werth hervorbringt. 


Wir wollen daher dieſe Klippe vermeiden, und 
ich werde zeigen, daß der Ausdruck olo, welcher der 


Geſtalt nach, unbeftimmt, in der Ku aber beſtimmt 
if, 
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ift, gleich Null fep, welches folgendermaßen geſchie⸗ 
het. Man fee olo = x x le = lex (wenn man 
nehmlich e für die Dep, hoperboliſcher Logarithmen 
annimmt) fo ift o' = lex; gehet man von Loga⸗ 
rithmen auf Zahlen zurück , fo wird o" = ex fn. 
Es ift aber, wie POE 


ex ec rT x x by 
tri 2 3 2.3 8 
Alſo i 
ap posl 
e =r Kä e 
| d tt | 
Da nun o* = 13 ZS es KÉ 
` : (a — ahn 
^I ER WIR ee Em 2 
o*.z C a) GLET I * 


folglich ift... 
Poss DIES 
2.3.4 
welcher Gleichung auf keine SC genuͤge geleiſtet 
werden kann, wofern nicht x = o. Hieraus folgt, 
daß die Größe olo, gleich Rull ſey. Eben fo kann 
auch gezeigt werden, daß das Produkt, aus irgend 
einer Infiniteſimalgroͤße, multiplizirt in den Logarith— 
mum, jeder andern Infiniteſimalgroße, eicher anders 
als unendlich ſey. a) \ 
- Wem der Beweis von der Größe 0° = I, nicht 
anſtehen ſollte, der fónnte folgenden Vernunftſchluß, 
an DEREN Stelle ſetzen. Es fep e, desgleichen „eine 
Infi⸗ 


a) Von der bewundernswürdigen Art der Größen, lo, 
loo 16, S. des G. Fontana philoſophiſch, mathema⸗ 
tiſchen Unterſuchungen. Die XIII te Unterſuchung von 
dem pem Unendlichen. 
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Infiniteſimalgröße, ſo wird * m 1 ＋ 2, wenn z ei 
ne unendlich kleine Größe, von einer unbeſtimmbaren. 
Ordnung iſt. Denn es kann nicht 9" = x fepn, ſonſt 
wäre „, welches ungereimt ift. Eben fo kann 
nicht = x Fa ſeyn (wenn a für eine endliche, poz 
: E 
fitive Größe genommen wird) fonft wäre» = (Tan 


= bem Unendlichen der hoͤchſten Ordnung, mel: 
ches gleich, alls widerſprechend iſt; ferner kann 


auch niht oò = x — a fepn (wenn a «1, fonft 
wäte „= (1 — ay, nehmlich gleich dem ` Ate 
Bruche e zur unendlichen Potenz erhoben d. i 


— ër e l is — 
a = (= jJ T. PS 4 n'fng? ENTER: 
fw gp 


ng n g ng nie" 

EPE e inga 
Dieſe Größe ift augenſcheinlich, eine unendlich kleine, 
der hoͤchſten Ordnung, und dividirt man durch e, 
(o würde man die Einheit, gleich der unendlich Eleiz 
nen Größe, der hoͤchſten Ordnung, dividirt durch die 
Infiniteſimale der erſten Ordnung, erhalten, d. i. je⸗ 
derzeit gleich dem Infiniteſtmalquotienten, welches jez 
doch gegen die Hypotheſe ſtreitet. Es iſt daher 
„r und 2 kann nichts anders, als eine 


unendlich kleine Groͤße ſeyn, lweshalb “ unb folge 
lich o', von der Einheit nur, um eine unendlich klei⸗ 
ne, 
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ne, oder verſchwindende Groͤße, verſchieden iſt, die 
fuͤr nichts geachtet werden kann. 

a Wenn jemand aus den Gleichungen o' 1^—2*, 
folgern wollte, daß nach geſchehenem Zuruͤckgang, 
von Zahlen auf Logarithmen, olo = ot = ola, und, 
vermittelſt der Diviſion durch o, auch lo = 1r S la 
ſeyn werde, nehmlich daß das unendliche, negative 
mit dem Endlichen äquiret, und fogar nichts werden 

koͤnne, der würde fich ſelbſt, in die betruͤglichſte 
Spitzfindigkeit verſtrikken. 

Wer wuͤrde wohl zugeben, daß jede gegebene 


Große, durch das abfolute Nichts, dividirt werden 
koͤnnen, beſonders wenn das Dividendum ſelbſt, ein 


abſolutes Nichts ift, die eine Größe 2 b. i. eine vm 
beſtimmte und ſchwankende darboͤte, und keinen Werth 
gabe? — Dies find Hirngeſpinnſte unſeres Verſtan⸗ 
des, welche die unaufloͤslichſten Verwirrungen er— 
zeugen. - 


Ende der Anmerkungen. 
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Sy ſtem 


der 


allgemeinen Differenzen. 


Erklarung einiger Hindenbuͤrgiſche Zeichen. 


$. 1. 


mY, mB, C, . . . . m, bezeichnen die Biz 
nomialcoeffizienten, der mten Potenz eines 
Binomium vom aten Gliede an; unter HN wird nicht 
etwa der ızte Coeffizient, ſondern der allgemeine uns 
beſtimmte nte Coeffizient verſtanden. 
Es iſt daher 


mA = — 
1 
m.m — ï 
mÝ c 
1. 
m.m — I. m 2 
wë — gen t 
1.2.3 
Lé 
A 
R m.m — Im- 2 m — (n — 1 
mN - 2am Tai 2) 


» 1. 2. 3. . (n — I) n 

Den (n A 1)ten, (n 2) ten, (n & r), anten, 
(20 Enten zum Exponenten m gehörigen ing: 
A mial⸗ 
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Dee: enten, bezeichnet Herr Profeſſor PN 
burg mittelft feinen Diftanzerponenten ſehr 
gluͤcklich folgendergeſtalt , 

TOI o EE Ee ni Ser : 

mj, moy so, mg, mR. . (Hindenburg. 
Novi Syft. Perm. 1781. S. XL. g. ferner S. XXXVII. 

À rn cir 
XXXIX: LXV, LXVI). MN mY u.f.to. habe aͤhn⸗ 
liche Bedeutung. : i 
$i 
Formeln wodurch nicht die Werthe der Coeffizien— 

ten, oder Glieder irgend einer geordneten Reihe, 
ſelbſt angegeben, ſondern nur ihre Stellen nachge— 
wieſen werden, nennt Hr. Hindenburg, lokalfor⸗ 
meln, fuͤr Coeffizienten dient der Buchſtabe z, für 
ganze Glieder, 7 auf folgende Art. 


(a f bngn = mt oder = , ferner 
+ 

(a T bim xn A D) ss ag 
SCIT 

(a T b)? «(n E r) = m9? 
nr 

(a T b)m n= r) = "3t 
Eben ſo bedeutet 

(a T b)n7(n T 1) das (n T Dte Glied der mten 
Potenz von (a T b) z. B. 

(a T b)' zz ift 3 unb (a T 5)'73 = 3ab*, 
Allgemein, wenn p irgend eine geordnete Reihe bez 
deutet fo ift pair zc s) der (r E Ste Coeffizient der 
Reihe p ferner wird, wenn q, auch eine wohlgeord⸗ 
nete Reihe bedeutet Sg Ee der (r te 

Coef⸗ 
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Coeffizient des Produkts p? on andeuten. Nach ber: 
ſelben Analogie bedeuten 

per ), pm?(r ), pm. qu 9 (r 3 s) 
das (r Az sté Glied, von p, von pm und von pm. qu 
(Nov. Syft. Perm. S. XXXIII, 2. ) 


pite welche mme werden 


$. 3. 
L gehnſatz. 
=T 
Es ijt ann = m-'30t.m 
oder welches einerley 
en [a T bm zn] 2— ere + m- (n — OI 


Beweis. 
Nach $. 1. ijt \ 


+ EPEE. EE a 
T5 2. 3. (n Ihn 
—1) (m—2).. „im on] 


—1 
Amm mat 
SA 1.5. E — 1) 


elfo offenbar ` 
XE 
R. n zm. 


Eu 
1. Zufaß. 


Aus $. 3. folgt unmittelbar daß 
m. ITB. 2 C. 3. „SR. . 


M LU DEE e mem 
: : =m (I- Ihn m. (o)m-" 
alfe 


D 
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alſo auch 
—I i 
N. m = e Toll — e-a — J)]. 
= §. 5. 
2. Zufaß. 


Da aus $. 3. erhellet, daß nicht nur die Sum⸗ 
men aus ben beyden Reihen des $. 4, fondern auch 
die gleichvielſten Glieder aus beyden Reihen, einzeln 
genommen einander gleich ſind, d. h. daß nicht allein 
p=—mgq ſondern auch pIr ms Ir, fo bleibt auch 

A. I. ATB. 2. B.— mE. 3. CO... mR. nN. 


Eu 

=—n[ı. A—m-*9[ . Bm. P Qu véi 

was für Groͤßen auch A, B, C u. f. w. bedeuten 
moͤgen. 


l i & 5. 
II. Sehnjaß. " 
In $.4. war 
8 = (I rm-*z om-* alfo ift 
s fuͤr m 12 o d. i. für mr 
und 8 = 1 nur für m — 1 exo, b. i. fuͤr m = x, 
Setzt man 
Im mB - m C T mR. a TI 
fo ift auch e = o nur füt m >o 
unb æ = nur fùr m = o. 
Beweis. 
Wenn m — 1 o iſt, fo ift (a — x)m-*, aud) 
für jeden Werth von (a — gleich 1, wie aus der 


Lehre von deni 88 bekannt iſt, alſo auch wenn 
Ä Xx 4 
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x = a, mithin à — x = iſt, ſo daß o^ nichts anz 
ders als 1 bedeuten kann, nur für jeden andern 
Werth von m — 1 (nur nicht unendlich groß) ift 
om-' = o, Das o° = erhellet auch fo 

(a — a)" 


o sumi ade T 2 = IA I 


, 6. Sé 
III. ehnſatz. 


Es ſey 
L y= -( d- f()... mR na)... - 

fo ift y= o nur für m 1 

und y = manutfür m e 1 
wenn m, q unb a jede Größen, nur nichts unendlich 
Großes bedeute, a 


Beweis. 
Von der Reihe q.a ($. 6.) ziehe man die Reihe 
? ab; fo erhält man die Reihe y des Lehnſatzes 
wie Geier: bon 


q. all. q Ad EE Reha U; 3 
Zen — , I. a fmB. aa Dung na 
UND TTT 


mithin ; 
qa—-?—1.q—3I(q—a)YT35( q—22). , c n39t(q—na). .. 
Nun ift ($.6.) ? 2 — ma a — Dm", folglich 
muß (F. 6) ſeyn 
`= — ma. o nur fuͤr m > 
`= — ma. 1 nur für m = 1 
ferner ift «= o nur für m > o. 
Da nun y = q.a — gefunden ift; fo wird 
y = q.O T ma.o nur für m > und 
* 4.0 T ma. 1 nut fir m = 
und 
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und dieſe beyden Gleichungen geben den Lehrſatz mit 
feiner Einſchraͤnkung, daß m, q, a eigentlich nur im 
erſten Satze, nichts unendlich Großes bedeuten. Der 
Beweis haͤtte auch u. folgendergeftalt geführt 
werden. 

gg — Dan pma — Ca? 

=( -I) T ma] [1— IIm- z f ma(1 nm", 
woraus aus $. 6. ſogleich folgt daß 
v ma. o Dt m>ı und ma. 1 fuͤr m — 1j 


^ 
9. 8. 
IV. fehnſatz. 


Wenn m, a und q, wie vorhin, nichts unendlich 
Großes bedeuten, » aber eine ganze und poſitive 
Zahl iſt, die uͤbrigens auch ins Unendliche wachſen 
kann: AL ift die Reihe 
1. 4 — 4-0 t OBa ga)” 
tes., — | 
hier ift s = o nur für m > e unb dagegen 
za m. m - I.. 2. 1 nur für m = 


Ber 
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Es 


"- E 
CG 
i» 


sit -— — e —P— — af. .. g A A = uM 


en ¢ 
€ 
$ ps 
qu E = 1 
= x V x 
` > m I 
QR- at g q : 
G ( 
- D 
2 E 


ge SE TE — Es d 
| o "fq — ds 


e d l 


Dew eis. 


Kn Gs ech 
+ 1 N s * 
e e mw f 2 
` A — L MC 
I i^ I ar. CA . 
a 3: Sec 
£1 ar 
* f: P Ca t 
; : = 


eLa L w, qi. e 4 — ng". 4 


> 


e 1804 — E 


2a HE X ge, (q — na)", na . n N 


— 
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Nach (. 5.) ift die abgezogene Reihe 
g=— mal 1.(g—a)" —n-*9I(q—29)* . n- NCT 


(nf Da)“ 
Vo rausgeſetzt alſo, dir Lehnſatz gelte wirk⸗ 
lich fuͤr irgend einen beſtimmten Werth von 
e, fo hätte man, weil q und m im Lehnſatze jede 
Groͤße, folglich auch J — a und m — 1 bedeuten 
koͤnnen, daß == ma, o nur fúr m — I = d. i. 
nur fúr m >s 1 und 
=— maa", m — f m - 2. 2. 1 mut für 
m — 1 = s bi. nf für ma k. 
Da nun im Anfange dieſes Beweiſes » = ge — g 
gefunden worden, fo wäre unter der gemachten Bor- 
ausſetzung a = O.q f ma. o nur fuͤr m > w 1 
und o. q T ma. a. m r.m — 2...2.1, nur für 
"m zie Flı oder 
4-20, nur für m > «+1 


K k * 2 
unb => 4 K T .m. mx. 21 nur fuͤr mer fI. 


Betrachtet man die gleich Anfangs durch r bez 
nannte Reihe ſo ſieht man, daß dieſe beyden letzten 
Gleichungen nichts anders als den Lehnſatz ſelbſt dar⸗ 
ſtellen, indem man ( D ſtatt = darein ſchreibt. 
Es ift alfo erwieſen: wenn der Lehnſatz für irgend 
einen beſtimmten Werth von = gelten ſollte, der b 
heißen mag; ſo wuͤrde er auch für == b t r gelten 
Da nun der Lehnſatz, nach (F. 7.) für b= 1 wahr 
iſt; ſo gilt es nach dieſem Beweiſe auch fuͤr s ı 
j I= 2. Alſo kann man b — 2 vorausſetzen, und 
es folgt daraus au wiederholte Anwendung des 

ga * $e 
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Beweiſes, daß er auch får -= 2 1 1 3 gelte 
u. f. w. für jede ganze poſitive Zahl ſtatt = geſetzt. 
W. 3. E. : 

Anm. Diefe Lehrfäge finden fid) in Herrn Profeſſor Buſſe, 


vortrefliche kleine Beytraͤge zur Mathematik u. . w (fer 
Theil. S. 36 — 40, nur einige unter einer andern 


— eh d 7 
Form, für MN, Geht bey Buſſe mN — J. Die hier 


gebrauchte Hindenburgiſche Bezeichnung iſt offenbar weit 
bequemer. r SCH i 


„Bortfegung der Hindenburgifchen 
Benennungen. 
H. a 

0.1 8 3 f b A à 
Y, Y, Yr Y y ſeyn Glieder einer, nach einem bez 
ſtimmten Geſetze fortgehenden Haupt- ober Grund: 
reihe (feries propoſita, primitiua). Es ftefft nehmlich 
hier y jedes unbeſtimmte Glied der Reihe, und, 
mit den Diſtanzerponenten o, 1,2, . . r ver 


| 0 
bunden, dieſer Glieder Folge dar. Auch fen y d. i. 


i 1 2 ^ 
y das erfte, y das zweyte, y das dritte, u. f. 
r 
w. y das (r T Dte Glied der Hauptreihe. 


$. 10. 
2 ‚a G, G. . . Aw, ohne Beyfuͤgung von 
g i 

Yr Y, y. . . follen überhaupt Reihen, ber erften, 
zweyten, dritten . . mter Differenzen der Haupt⸗ 
reihe (die Differenzen wie in Eulers Differenzialrech— 
nung erſter Theil §. 7, oder Kaͤſtners Analyſis 
endlicher Größen die zte Auflage §. 724. S. 505 ger 
nommen und verſtanden) Í 

f $3 und 


| 
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und G 71, N . . G3 . . 14... Am 
u. f. w. dieſer Reihen ıftes, 2te$, 3te8, gtes...rtes 


Glied bedeuten. Folglich ift Am 7(rTr) das Fte 


Glied in der Reihe der mten Differenzen der Haupt⸗ 
reihe. } 


$.. II. 


I I 1 x 
Ay, Ay. Ay, Gy. . Gy, Air, . Amy, Amy... 
bedeutete erſte, zweyte, dritte e mte Diffe⸗ 


Oo I s 
renzen der Glieder y, y ... der Hauptreihe. Alſo 


r X "UE jf 
iſt amy bie mte Differenz von y, unb Am ar die 


ris 
(m T mte Differenz von y, bem (rs T Yten Glie⸗ 
be ($. 9.) der Hauptreihe. i 


Anm. Die Benennungen in 3. 9, To und Ir giebt Hin 
denburg im erſten Stuͤcke des Archiv der reinen undian 
gewandten Mathematik S. 93 — 95. Eulers Zeich⸗ 
nung ſtehet im erſten Theile ſeiner Differenzialrechnung 
a und 23, bie von Kaͤſtners ſtehet in feiner Anal. 
endl: Gr. f. 724. II. Karſten, Buſſe und andere, 
zeichnen nach Euler. Folgendes dient zur Vergleichung 
ner verſchiedenen Bezeichnungen. 


9 —2 — o dt ba et 
Nach Hindenburg... y, Y, YrYr . Y 


Taylor. . 7, Ze „y, s I)” 


Couſin . . , "Yo Te si . D 

Euler . r e, Y Yn Y. ey 

Kaͤſtner .. . 2,1), Yl, ya... yr SH) 
Nach 


*) Taylor Meth, Increm. p. 2. 
**) Coufin Legons de Calc. diff. et int. Paris 2 Theile 
in gr. Oet. 1778. eine neue vermehrte Auflage in 2 
, ; Quart 
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Nach Hindenburg A, G Gg.. G.. Amir 
Kaͤſtner . . AI, 281. . 382. 483 Am 


| 


ea 

£ 

& 
2-06 
8 
D 2 2 
Ke? = 
5 5 
SD E 
- d 2 wi 
Ma Sat 
Be 
Te 
pBR 
2 
D € c4 7 
Fur Ts D 
GP E 
S 
. 
D E U 
3 
RER, 
b b b 
8,5 1 
uS po ce M 
b E 
Ree 
ké ` 4 - 
iu, RS 
nu Ne 
D 
B cg - 
e UM SCH 


Euler 


Quarkbände erſchien 1796 unter dem Titel Traité Ze, 
nofe id) in Berlin 10 rthl. bezahlt habe. Eben bicie 
Bezeichnung hat auch La croix Traité du Calc. diff. 
et int. 1797 2 ſtarke Quartbände, die ich in Berlin 
mit 12 Thl. bezahlt habe. $ 
***) y — 2, y — 1, habe ich nach der Analogie ſelbſt 
geformt. : 


D 
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Euler ſchreibt auch im ae Theile der Diff. ($.23.) 
(n).) 

Solche willkuͤhrliche Bezeichnungen wie bey Zon: 
lor und Couſin, hat Hindenburg durch den Gebrauch 
feiner Diftanzerponenten in eine Wiſſenſchaftliche 
verwandelt. Ueberhaupt iſt das Hindenbuͤrgiſche 
combinatoriſche- analytiſche Syſtem von Zeichen durch 
und durch vortreflich (Nov. Syft. Comb, p. XXXI, — 
XLIX. — LVL). Noch muß ich erinnern daß Buſſe 


y. Iny, zu (Oten Gliedern rechnet, welches nicht ſo 
bequem, als nach Euler unb Kaͤſtner fie zu (t T I)ten. 
zu rechnen, iſt. Dieſe letztere Zaͤhlung haͤtte Herr 
Buſſe, in ſeiner ſonſt ſehr lehrreichen Schrift, manche 
Zurechtweiſung erſpart, und uͤberfluͤſſig gemacht. 


240. 

Ueberſicht des folgenden. 

Der folgende erſte Lehrſatz enthaͤlt die Formeln, 
wonach jedes beliebige (t T Dte, Glied der mten Sif 
ferenzreihe aus den Gliedern der Hauptreihe ausge⸗ 
druͤckt wird. Dieſes (t)te Glied der mten Differenzreihe 


\ 


i t 
ift zugleich die mte Differenz des Gliedes „, des (tI). 
Gliedes in der Hauptreihe, und wird deshalb durch 


Any ate 
In Eulers Differenzialrechnung erften Theil! h. xo. 
wird die Induction für dieſe Formel nur bis auf 
y fortgefuͤhet. 
) Lagrange, Goufin, Prony Lac roſr u. fm. ha⸗ 
ben auch in ihren Schelte DA s 


me, 
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xTtw 


*I (t TI) w 


i 


be 


$. 13. 


In folgendem Schema 


iei Aten Diffe⸗ 
Haupt⸗ Reihe beren) Reihe der zten Reihe der zten Reihe der 4 
reihe Differenzen nm Differenzen. renzen 
: 
X As i E 
% Les E. 2 
„ eoir TX 3 i 
y Denyc I 3 2 IY Ajy—y— Ls Av du d 
: „ Ge 1| A*yey—Árt6y—ar ty 
y A'yz y —y 2 4 3. 21? d 7125 PE 
" max. - t ES muy — 
4 3 4 O N ee 3y—y 
y JAy=y-y 
t 1 | e 3 
"e % kr t d | 
y ym y — 
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bedeutet y eine beliebige Funktion von x, welches bez . 
ſtaͤndig um einerlei Groͤße waͤchſet; ſo, daß die 
Wachs ſchuͤmer w; 2w; 3w u. ſ. w. eine arithmetiſche 
Reihe ausmachen, übrigens aber jede beliebige end: 
liche und unendliche Groͤße ſtatt n gedacht werden 


kann Sab 


1 2 : 
y bedeutet die Funktion von x, welche man aus 
y erhält, wenn man darin x T ſtatt eines jeden 


* ee di z bedeutet diejenige deii, weiche eben 
fo aus ` enter, indem man wiederum x Tw Ny 


eines jeden x in y ſchreibt. Eben ſo entſtehen 7 8 
u. f. w. (vergl. $. 9.) 


Hieraus erhellet ſogleich, daß die Funktion S aud 
sRinietbas aus y entfteben muß, wenn man ſogleich 
a Datt eines jeden x in y ſchreibt. Und fo entz 


f vr 
ſtehet nun überhaupt y , das (t T 2)te Glied der 


Hauptreihe, entweder aus dem (t T tén Gliede y; 
indem man darin x Tw ftatt x ſchreibt, oder unz 
mittelbar aus dem erſten Gliede y, indem man darin 
| ſogleich x d (t T 1) W, ftatt eines jeden x ſchreibt. 


$. 14. ` 
Zur Erklarung der Differenzen 7 Säulen lin diez 
fem Schema gehören noch folgende Cte, 


t ehr t f 
1) Die Gleichung Zv "ert in der Säule 


d. N. der erſten Differenzen felit im allgemeinen das 
Ge⸗ 
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Geſetzt dar, wonach ein jedts Glied der erſten Diffe⸗ 
renzenreihe aus zwey Gliedern der Hauptreihe ent⸗ 
ſteht, welches ſchon bey den erſten Pro Gliedern ganz 
deutlich in die Augen falt. s ; 

2) die Gleichung aut, y- NES 2 Amy SL 

A t 0 f 2) AT D, 

bedeutet demnach in Vergleichung mit (No. I.) nichts 
anders, als daß das nehmliche Geſetz für das ganze 
Schema gelte, oder das die (m F ten Differenzen 
aus den naͤchſt vorhergehenden mten Differenzen eben 
fo entſtehen ſollen, wie bie ıften Differenzen aus der 
nächft vorhergehenden Hauptreihe. Daher ift im 
Schema (hier fortgeſetzt bis A y) z. B. 


1 2 H 
ey, als Ay—A er y 


n5 2 3 2 I : 
"Ay, ap Ay me Le Ee E 


4$ X40 M 
y, als A? Een, ey—a4yt6y— ay y: 
Sabi A a rs 
e A Y. als A" AN, bie det uu 
Hey, als =- Y, SE 
u. ſ. w. geſchrieben. 


, 3) Aus der Gleichung in (No. 2.) folgt unmit⸗ 
telbar 


t 
n I Anf y Any b. i. 

o ametas APHID f Aneto 
bue Gleichung zeigt das Geſetz der Glieder jeder 
Reihe der Differenzen, aus der Summe der um 
eins niedrigern SE derſelben und der um eins 


Me 
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hoͤhern Differenzreihe. Z. B. Es fep mesa und 
t= 1; fo if 
Gë 2. M D 
Ay = Ay Ay d. i. 
aaa Ae 
Aus dem Schema hat man 


51 4 3 2 I 
Ay =y — 3y t 3y ~ Yy 


I 3 2 I 
Ay m y—2y T y addirt, giebt 


AB: A 3 2 
Ay =y = 2 f y, 
wie es fih gehört... TY 


$. 15. 
Zu faf. 


Wenn man AA" der Analogie nach bildet, dabey 
aber überlegt daß dieſes Zeichen dem Ausdruck vor 
dem es ſtehet, unbeſchadet ſtehen oder wegbleiben 
kann, fo umfaßt die Gleichung unter ($. 14. No.2) 
wenn man m = o ſetzt zugleich auch die ($. 14. 
No. 1) nehmlich 
| At y = G. ', 
oder wenn wir A? gänzlich weglaſſen 

d t rt t - 
dy em y 99 yr m 
A 16. 


Daß m unb t, nach dem eben erklaͤrten Entſte⸗ 
hungsgeſetze des Schematis, keine negative oder ge— 
brochene Zahlen, ſondern nur die ganzen Ordnungs⸗ 

zahlen 


Syſtem der allgemeinen Differenzen. 17t 


zahlen bedeuten koͤnne, ift daraus klar, weil die ame 
gegebene Entſtehungsart nur auf ıfte, ote zte u. ſ. w. 
mte Differenzenreihe, und deren Ite, 2te, zte u. KÉ w. 
(t + Dte Gliede führen kann. 

Sollte der Werth von m oder t auf negative 
Zahlen ausgedehnt werden, oder verlangt man für 
gebrochene Zahlen zu interpoliren; ſo muß dies erſt 
beſonders gerechtfertiget werden. Wir verſtehen hier 


unter m unb t alle ganze poſitive Zahlen unb; è wie 
$. 15 Auges iſt, auch o. ; 


& 17. 8 | 

Im Schema find die Werthe einiger Differenzen 
durch Glieder der Hauptreihe ausgedruͤckt. 
Fraͤgt man nun) wie man den Werth eines be: 
liebigen (t T ten Gliedes in einer beliebi— 
gen mten Differenzenreihe durch Glieder 
der Hauptreihe aus druͤcken koͤnne; ſo hat man 
dafuͤr den folgenden Lehrſatz. 


L. 8. 
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$. 18. 


Lehr faf 
Es iſt i 


é ; 
Amy 

=? mft mt 7 mit 2 —ı neft-(n—1) n-r mft-(2n—1) n mft-an € 
Asp FE y— m. * TB. K „ m RN t y „mR. y un os . y. 


Dieſe Reihe hat (m + 1) Glieder, deren Zeichen vor dem ıften, aten ... (n — I)ten 


(2n — pP anten Binomialeoeficienten von Steeg m, b. i. bor mu, mW. ai KS 
n—I. 

m/ ag wie hier ſteht, abwechſeln. Das letzte Glied F Y I. y hat das obere oder untere Zei⸗ 
chen, nachdem m eine ungerade oder gerade Zahl u Eben fo verhält es fih ſmit dem 
@ — ntn Wige 


» 


Beweis, 


Boräusgefeht,. es gelte der Lehrſatz für irgend einen befiimmten Werth von 
m; fo wird hierdurch, weil t im Lehrſatze Re dp Zahl, alſo auch (t T 1) bedeutet, zu⸗ 
aielo vorausgeſetzt, daß auch ; Am 


D 
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, 


tfr mcr gait wo m[t—(8—1) n Dit änt) pit mit—an — tet 
m y =I. J — mA y T m$ SC, ua, yx oma y ue cM oy Cf P 
bat t mft: mit-! -—rmft-(n—r) n- mft—(an—1) n m[t—2n [77 e 
addirt „, zt UE AXE DER re EH, y 


dest Aca F pei Fe ann ty um "vente Vr 


Die zweyte Gleichung iſt nehmlich nichts anders als der für einen beſtimmten Werth von m 
vorausgeſetzte Lehrſatz mit gerade entgegengeſetzten Zeichen geſchrieben; und die Richtigkeit der Addi⸗ 
tion erhellet bey der Linken Seite aus $. 14. No. 2. Bey der rechten Seite dEr, man ſich durch fot 
gende Sou. 


In meis 
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In meiner Ausgabe von Eulers Algebra, habe 
ich im erſten Theile $. 361. Zuf. x. bewieſen das 
1 a — eaux e: 
mR ez mR. ——— iſt 
ECH EE mn 1) TE mtt 
a PRINT RT Psd. PES Ma 


2 mm. . Im“ STI "mtr 
"mn 1.2. (n — 1) TE 
= Din mettel 
SS I. 2.3. . (n — I) . n 

dieſer letzte Ausdruck iſt aber der nte Coeffizient von 


(a T b) TE: alſo gleich n mithin auch 
nj A mt = "hy 
au iſt màl =- daher auch 
vais Epas ill . 
Die erwieſene Gleichung 


N A mt = mg, 
gilt für jedes Glied der addirten Be denn wenn 
mR = np geſetzt wird, ſo iſt g mA; für mR. 
—I ` 
ps m if mR e mä. u. fe w. — Wollte man mg 
Et 
= my ſetzen, ſo wuͤrde wN, der vor dem als erften 
gezahlten Coeffizienten wa, naͤchſt vorhergehenden bez 
deuten, im binomiſchen vehrſatz, hat aber das erfte. 
Glied keinen andern Coeffizienten als 1, alfo in diez 
D Tff: i A 
fem Falle ift o = 1, mithin erſtreckt ſich auch die 


Gleichung 
m 1 
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mgr + be? = "HN, auf bem Fall 
m3 o = "UY. ben wir vorhin ſchon 
bewieſen haben. 155 : sä 
Betrachtet man nun die letzte Gleichung, fo fieht 
man, daß ſie gerade zu aus der vorausgeſetzten 
Gleichung für den beſtimmten Werth von m entſtehen 
wurde, wenn man darein (m T I) fott m ſchriebe. 
Folglich gilt der Lehrſatz fuͤr m = a 1, wenn er 
fürım a kann vorausgeſetzt werden. Da nun dies 
nach g. 14. No. 1. geſchehen kann fär a — 15 fo gilt 
er fuͤr m = r T1 = 2. Dies vorausgeſetzt gilt er 
demnach fuͤr m = 2 Fr = 3 u. ſ. w., daß m jede 
ganze poſitive Zahl bedeuten kann. 


Anm. Wenn der Herr Profeffor Buſſe in feinen obenge⸗ 
nannten Beträgen. iger Theil S. 34. f. 24, behaup⸗ 
^ — 
tet daß die Gleichung my T it = UU 
nicht aber dem Fall mx + ro US 
angewendet werden koͤnnte, weil N nicht = 1 gefett 
werden duͤrfte, ſo liegt der Irrthum bey Hrr. Buſſe of⸗ 
fenbar darin, daß er nicht an der richtigen Bedeutung 
von mA, m95 mp... m N, denkt. Denn ba A mit eiz 
nem oben linker Hand geſchriebenen kleinen Buchſtaben 
oder Zahl, als erſter Binomialeoeffizient angeſehen wird, 
und N mit einer oben linker Hand beygeſchriebenen 
Buchſtaben überhaupt ein allgemeines ntes Glied dieſer 
Binomialebeffizienten vorſtellen fol, fo kann ja N, wohl 
= A, B, E, m. f. w. geſetzt werden, aber nie = 1, 
da r kein Glied der Reihe ift zu der N als allgemei— 
nes Glied gehoͤrt. ER 
Wird m = geſetzt, fo iff für dieſen Fall 
(a T b)" = (aTby-zaTti.b- 1, a f Ab; 
und mä iſt alsdann = N= '9( = ici ferner 
-— -—1 
mg = "9 et, 


TEE = GG ET TEEN 
N kann 


zienten darzuftellen, - zu bi 


Schreibt man die Reihe $. 18 für Amy 
wärts, fo kommt: 


*oz *6 


176 Syſtem der allgemeinen Differenzen. 


N kann alfo nur in dem beſondern Falle — 1 geſetzt 
werden, wenn A c r wird. Vielleicht it Herr Bufe 
ſelbſt durch ſeiner Art dem g — Dten Binomialcoeffi⸗ 

er unrichtigen Behauptung 
verführt worden, den er fo angiebt MN — I, wird hier 
NO ſo iſt N Io. Zu dieſen falſchen Folgerungen 
verleiten die Hindenbürgiſchen vortreflichen wiſſenſchaftli⸗ 
chen Bezeichnungen nie, und wer erkennt hier nicht die 
weſentlichen Vorzüge der Hindenburgiſchen Diſtanzex⸗ 
ponenten, vor jeder andern willkuͤhrlichen Bezeichnung. 


§. 19. nhi 
tid: 


ee ess Pi: 
IE 
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$. 20. 
Zuſatz. 


Fuͤr m = n und t = o, erholt man aus D 19. 
Any Ir l — — 
t. Lë . 7 1 T y nam y T. 7 
nr  L l 
Diefe Reihe rückwärts geſchrieben, oder in $. 19; 
m n unb t =o geſetzt, giebt 3 


ey f 

T A —1 Dt 

= ‘+1 A. By y ry 
AO 


dieſe zwey Reihen ſtimmen genau, mit denen überein, 
welche der Herr Hofrath Käftner, in feiner vortref— 
lichen Anal. endl. Gr. F. 724. IV. und in XL nach 
feiner Art zu zeichnen für rn giebt. Die Reihen, 
welche er noch in IV. für 2An und Ain t D giebt, 
erhält man aus unſere allgemeine Formel $. 18, wenn 
man einmal m = n und t = i fegt, und dann 
wieder m = n 1; und t= o. Im Ge Sei [17 
halt man ` * 

G f nti n—i Bee ong 
e34I.y ER td. NY 1.7 

Ara E 
oder ruͤckwaͤrts geleſen wie man ſolche aus $ 19, 
erhält 


SI t EE A Dr 
GEN . N 5 1 7 


M Im 
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Im zweyten Fall iſt 
E = 
Any nfr n n—r Y 
=s! E yp. p ud GR 


gr L 
oder rückwärts gelefen wie man ſolche aus F. 19. 
erhaͤlt 


an 


r 
Ve ntı 
ee oy r. y 

ac? 
Anm. Aus d 18. und 19. erhellet daß die Reihen für 


Any; Bey und für ty vorwärts und rückwärts ge⸗ 

ſcleben einerley een haben und daß alio 
1 

air UN à E c näi = n unb N — ifi 

ferner muß in Ay Ah a g = = n 1 und 


n Ii SCT 


; Sat. 
Ueberſicht des folgenden. 


y, welches im Schema (F. 13) und im Lehrſatze 
($. 18.) eine jede Funktion von x bedeutet, ſey nun 
eine beliebige nte Potenz von x, alfo x" c» y und 


Li 2 
(x qw my; (x ow = y und üdschaupt 


(x T rein es y: fo lehrt die Formel im naͤchſten $ 
das (t F 1) Glied der mten Differenzenreihe aus Po— 
tenzen von x und aus w, dem Wachsthum des x, 
beſtimmen. In Eulers Differenzialrechnung wird die 
ſes im erſten Theile §. 13. durch Induktion bis fuͤr 


4 ye x, 
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y = x^,y = * und y = x*, und zuletzt auch für 
y = x bis auf Ay gezeigt. Aus dieſer letzten bis 
auf A’y feſtgeſetzten Induktion wird das allgemeine 
Geſetz für Amy bey y = x" geſchloſſen und am Ende 
des 15. Paragragh in einer allgemeinen Formel aus⸗ 
gedruͤckt. 
Dieſe trift aber mit derjenigen nicht überein, die 
€ G. ad für A"y aus der im nächjten $. 22. für 


Ae ertojefenen folgt; welche uͤbrigens auch für alle 
Werthe von n gelten muß, wofür der Binomialſatz 
erwieſen iſt, ohne daß man um ihre Guͤltigkeit bey 
negativen und gebrochenen Werthen von n zu zeigen, 
ſolche einzele Beyſpiele noͤthig hat, wie in Eulers 
eee $. 17. gegeben werden. 


Ma $. 22 
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$. 22. 
Lehrſatz II. 


D 


` a t ) i 
Es fey im Schema ($. 13), y = x^, wobey Any = An t tw)" wird, und n jede 


t | 
mögliche oder unmoͤgliche Größe =. foll; fo wird Any = Amet), alt m OA) = 
An Idien, n9ft xn-m, wm (mt) t! Dau nit M or (mit), W mn Tnt onis A. gh-(nis) mts 


A. (m ITt)m⸗ UM T 2 


* 


m .[(m—ett mco T (m—aj "tt 22 Ps 


* 


* 
"^ 


+ Ld 
* 
Le 


zem. TI pes yv 4 4 . t (m—rjo)* t z 


D 
Ki 
* 


wot mR wenn, r gerade und A: aR wenn x ungerade iſt. 


EEES 


ever torpet 2 
„* (m-aft) mts , 


— 


* 


mh, „„ ER 
"T 


Beweis. 
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Deneids 
Da nach der Corunöfesung y Ti alfo S * ( vest S er [xt anh t) Wu wird, 
mft 
u. ſ. w., fo fege man diefe Werthe für $5 y, u. ſ. w. iu der Reihe für Any ($. 19.), fo er⸗ 
Hält man Ay = Zul pw) = 
TI. Lxr(mrt) wn — mA. [xf (m—rtOw)s.. .. E D EH voee 
Nun entwickele man die eingefe Glieder als nte Binomialpotenzen, fo erhält man: 
Gnu ftw a = f 1. ¶x F ( T O wj] I. Fanpage", (nF. . . FP. u. (F.). W. . J 
A. KH(m—1 t) wh nf = (m- It) . r mt)" ee] 
oBir wh = ABL an) 22, (mat) . e e, mar] 


Li 


* 


géien nde sch edler Z 2 e (merti) - eh 22 (maert e us] 


ET. Aggregat aller derjenigen Glieder, worin = vorkommt, ift alſo = 


Lr. (m f t )* nf, (m—rit* + nB(n—2$0* . ERM 1) . J. P., K. a 


Da 
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Da man in dieſem Aggregat für ^9) fegen darf, »A, 
295 u. f. w. und ⸗ = 1,2, 3... m u. f. w. ſeyn kann, fo 
gilt was von dieſem Aggregat bewieſen wird, offen: 
bar auch fuͤr jedes andere von den hier unter einan⸗ 
der ſtehenden Glieder. Nun ift aber bey dem 
hier dargeſtellten (p T Viren Aggregate, der erz 
fte in Klammern geſchloſſene Faktor nach F. 8. 
(dort dg = met und a = 1 geſetzt) — o fo lange 
m Y folglich ~ < m ift. Mfo verſchwinden alle 
Aggregate der entwickelten Reihe welche vor dem 
(m+TJten Aggregate vorhergehen, (den auch das erſte 
Aggregat (r — A r n — mE... I mR. . ) xn ift 
nach F. 6. ebenfalls = 0), und koͤnnen deshalb auf 
die beſtimmung des Werthes von Im (F T tw)" gar 
keinen Einfluß haben. Daher iſt der Werth im Lehr— 
ſatze, die jetzt eben entwickelte Reihe, von dem 
(m T Dten Aggregate an. Der erſte Theil der Reihe 
im Lehrſatze wird ſogleich erhalten, wenn man in 
vorſtehenden (p T Iten Aggregate SA N und 
sp c m fegt: 


z 
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I. [ma. n M. xn - m 
ng Cen Om 
T BI(m—a)m 


Ki 


8. 23. 
f Suía$. r. 


Setzt man im Lehrſatz ($. 22.) t = o, fo erhalt man Any j'me man = 


z 
D 


* 


KA) 


s 
z 


M 


Wi 


m 4 mmer " d yn—(mi. APTE Sir m vr. x mp) ums | d 
T (mx) u: 2 BIETER PCS Sa SE ch 
+ (m "E . (i5 4)" use ERBETEN] 


D + 


* 
* 


* 
W 
* 


mir. 


M 

wv 

M 

D 

D 

ech 
u 


KA 
** 
AN 
— 
; 
` 
. = 
S 
Dei 


(m—r) 


NS 


Anm. 
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Anm. Vergleicht man diefe Reihe mit derjenigen, fo im 
im erſten Theile von Eulers Differenzialrechnung zu 
Ende des Istem g. gegeben wird 


Amy . I. xn-m m g Kj xh—(mnTtD m. 
„ Lxu—(mfa) „mt2+,,., : 
g I, 2 L u. f. w. die binomiſchen Coeffizienten nm, _ 
1 2 
‚am, aM u, f. w. vorſtellen; fo ſiehet man leicht, daß 
, 6, %, u. ſ. w. hier das Aggregat der in aM u- mm 
sti 
in dër ap. mit, in dëi , 0ta) 


3 wm 'famultiplizirten Theile, vorſtellen muͤſſen. Dieſe 

, g, y ü. f, w. hat aber Euler gerade fo beſtimmt, 

als (ie fid) aus dem hier h. 22 erwieſenen Lehrſatze für 
x 5 

Amy = Amlz ergeben würden. - 

Die richtigen Werthe von K, 8, v u. f. w. wie fie 
unſere Formel fur Amp giebt, find es übrigens, welche 
bis Ay berechnet, die im Euleriſchen Werke, g. 14. ab⸗ 
gedruckte Tafel geben. : 


A 24. 
Zu ſatz. 2. 


Einige Beyſpiele mögen zur Erläuterung der 
§. 23. gefundenen Formel dienen. Man ſetze m = 3 
unb n — 4; fo erhaͤlt man 

Axt = Ay = Ax = 


EFE E EA oC LLL we 
1.3 aW f1.3 T N to 
- 3.27 —23.2^* 
at T3.r 
— 1,0? — I.0? 


€ 6. 4 xuw 36. 1  .x.w'to 


$. 25. 
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A 25. 
Zuſatz 3. 


Stetzt man in g. 23. m = 1; fo wird a aY, 


N = B u. fe w. Man hat daher Ay = Am, 
als xn, =I, n9[ xn-*, W f A xn-?* w? 1 0G , xn-? W. 

` + FOR xt WË e 
denn wenn m = r ift, fo verſchwinden alle Glieder, 
die m — 1, oder mH, oder die hierauf folgende Biz 
nomialcoeffizienten zu Faktoren haben, weil diefe 
Faktoren jeder für fi = Null ik, 


§. 26. 
Zuſatz. 4. 


Es kommt hierbey die wichtige Frage vor, unter 
welchen Umftänden irgend ein (s T "rer Theil (id) 
zaͤhte den zu wm gehoͤrigen Theil, wie immer als erſter 
Theil) der Reihe im Lehrſatze ($. 22.) ein letzter, die 
Reihe abbrechender Theil ſey, und unter welchen 
Umſtaͤnden hingegen dieſe Reihe ins Unendliche fort: 
gehe. 

Was wir hier (s T Dte Theil nennen, iſt eigent⸗ 
lich von der Reihe im Beweiſe wovon der Lehrſatz 
abgeleitet worden, der (m t s T Y te Theil, foll die⸗ 
ſer Theil verſchwinden, ſo kann es nicht anders ge⸗ 
ſchehen, als es muß wenigſtens eines von ſeinen vier 
Faktoren = o werden. Dieſe wollen wir deshalb in 

dieſer Hinſicht einzeln betrachten, 


Las, 
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$25 2% 
Der erte Faktor beſtehet aus der Reihe 
Eu — n9((m—rT9 P TS. mg(m—apomts 
ER m—rtemtsc- i. 
alſo aus ES Reihe s in $. 8., wenn man dort 
d mt, a i und - m } sfet; 
kann alfo nur = o werden, für m >m, ka Dies 
findet nun nicht Statt; ſondern es kann s aufs 
kleinſte nur = o geſetzt werden, indem alsdann der 
(m T s T Dte ſchon dem im t. Dten Theil der Reihe 
im Beweiſe des Lehrſatzes, alſo im Lehrſatze ſelbſt 
dem ıften Theile gleich wird. Wer s negativ fegen 
wollte, der wuͤrde Theile bezeichnen, die vor dem 
xiten im Lehrſatze, alfo vor dem (m T Iten Theile 
im Beweiſe des Lehrſatzes vorhergehen, von dieſen 
iſt aber im Lehrſatze nicht mehr die Rede, weil ſie 
alle wie aus dem dortigen Beweiſe erhellet, per: 
ſchwinden. ' 

Weder der dritte Faktor „u—(mts) „noch ber 
vierte wings kann jemals So werden; da natuͤr⸗ 
lich weder x noch w felbft = o geſetzt werden foll. 
Und wenn man uͤbrigens auch z. B. w unendlich klein 


onnimmt; ſo kann doch wins nur in Vergleichung 
mit niedrigern Potenzen von » verſchwinden. 


$. 28. 
` ' * s, 
Es bleibt alfo nur noch der zweyte Faktor m 
zu betrachten übrig. Dieſer kann nun niemals = o 
werden, wennn keine ganze und poſitive Zahl iſt, 
wie ich ſolches in meiner Ausgabe von Eulers Al- 
gebra. 
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gebra. (Ber Theil. Berlin bey Nauk. 1796. im rften. 
Zuſatz $, 362, erwieſen habe. 


$. 29: 


Iſt daher n feine ganze pofitive Zahl, fo läuft 
die nach den Potenzen w geordnete Reihe des Lehr— 
ſatzes ins Unendliche fort, und enthaͤlt nach und nach 


alle Potenzen wm, wett, wate y, f. w. ohn Ende. 


9.95. 

Iſt aber n eine ganze und poſitive Zahl; fo 
wird die Reihe im Lehrſatze niemals unendlich wer— 
den, es mag Dm Den; ) m D n oder 3) men 
werden. 


H. a 
n Im erſten Falle, für m > n, wird fon der 
erſte Theil und eben fo jeder folgende Theil — o, 


, to h 
weil jeder der Faktoren M; M; ,.. E eo 
wird. (Meine Ausg. v. Eulers Alg. ftt Theil. 
$. 374. I. Zuſ.). Daher ift An (xftw)n = A"). 


t 
es Amy = o fit m n f 
l e l 
2. ſey m = n. Wenn das ift; fo muß mfı<n 
ſeyn, alfo ſogleich der Coeffizient aM unb jeder folz 


sopa 2 ` 
gende M; aM u. f. w. verſchwinden (meine Ausg. 
i v. Gu: 


\ 
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o. Eulers Alg. ıfter Theil. $. 36r. 3. Zuſ.), und die 
Reihe bis auf das erſte Glied verſchwinden, worin 
dann M als = ng vorkoͤmmt: ift alfo 
à AG T tw) = 
9 nt) af BIUn— aft) n. 
"apt gëttt, dë PR. x^. Wn z 

alſo fidi $. 8., inbem bort 

q =n tt, a , mn, n 
geſetzt wird und an = x ift (m. A. v. Eulers Alg. 
fer Theil $. 351. Zuſ.) 


Ans T tw)n 2 n.n — In — 2. 2. I. wu. 


$. 33. 

Daß dieſer Werth conftant, für alle Glieder in 
der nten Differenzenreihe einerley fey, erhellet ſchon 
daraus, daß t in dieſem Werthe gar nicht vorkoͤmmt, 
und man doch das erſte, 2te, ate u. f. w. Glied erz 
hält, je nachdem man t = o, =, iss? 
fo w. ſetzt. 

ueberdieß aber weiß man aus F. 31. daß Antr 
(xf tw)n = o; oder jedes Glied der auf der nten 
zunaͤchſt folgenden (n + 1)ten Differenzenreihe o ` 
werde; weil n FI=m den n iſt. Nun giebt 
aber die (n T Dte Differenzenreihe, nach dem Ge: 
ma $. 13. die Unterſchiede zwiſchen jeden zwey naͤch— 
ſten Gliedern der nten Differenzenreihe an: und Gró, 
ßen deren Unterſchiede = o find, müffen ohne Zwei⸗ 
fel ME groß ſeyn. 


9, 34. 
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§. 34. 
Anmerkung. 


Man überfebt auch hieraus, daß man etwas 
uͤbereilt ſchließt, wenn man behauptet, daß alle Glie⸗ 
der der nten Differenzenreihe einerley Werth haben, 
ſobald man nur erwieſen hat, daß das erſte Glied 
der (n + Yten Differenzenreihe, AUT yn = o ſey. 
Da dieſes erſte Glied nur den Unterſchied zwiſchen 
dem erſten und aten der naͤchſt vorhergehenden nten 
Differenzenreihe angiebt; ſo folgt aus ſeiner Ver⸗ 
ſchwindung nur ſo viel daß die beyden genann⸗ 
ten Glieder, das erſte und ate der nten Differenzen⸗ 
reihe gleich groß ſind. 


$. 35. 


30 Iſt endlich m < n; 
ſo wird etwa mitt oder m T2 oder uͤberhaupt 
ms Den folglich rs Fr > n werden, indem 
r irgend eine ganze poſitive Zehl bedeutet. Der Theil 
der Reihe im Lehrſatze, worin nun vmfstrporkommt, 
A i. der (rf s T Dte Theil hat auch den Sartor 


T und wird deshalb = o. (m. A. v. Eulers Alg. 
Iſter Theil. $. 367. 3 Zuſ.). Dieſer Theil ift für den 
kleinſten Werth von r, nehmlich r =1, der (sTa)te, 
und dies iſt demnach der erſte verſchwindende Theil 
der Reihe. 

Der letzte von den nicht berſchwindenden Theilen 
iſt daher der (s T Die für m fs — n, folglich 
$zzn—m; OR es beſteht die Reihe für Am(x ty) n 
` aus 
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aus (m — m t 1) Theilen, worin nach und nach die 
5 Xn-m. Vm 5x n=(m}1), mfr u. f. w.; bis 
auf x“. wn vorkommen, alſo die Potenzen des W von 
wm his wa wachſen, diejenigen des < aber von xn-m 
bis auf x^ abnehmen. 


Anwendung auf die Differenzialen. 


Keiner der bisherigen Schluͤſſe ift auf einen bez 
ſondern Werth von w eingeſchraͤnkt, ſondern es kann 
dabey W jeden möglichen oder unmoͤglichen, endli⸗ 
chen oder unendlichen Werth haben. Will man nun 
z. B. den Lehrfatz A, 22. mit feinen Zuſaͤtzen auf den 
beſondeen Werth dx für w anwenden; fo hat man 
nur noch auf den Vortheil zu achten, daß jede Po⸗ 


tenz du" gegen die Potenz dx e ſobald 
zv ifte 

Dieſem nad gibt der Lehrſatz mit aba feinen Zus 
ſaͤtzen die folgenden Formeln, welche in den Vten Kaz 
pitel der Eulerſchen Differenzialrechnung, theils aufs 
neue erwieſen, theils aber wiederum nur aus unvoll— 
ſtaͤndigen Inductionen hergeleitet werden; die aber 
dennoch, wie jede Eulerſche Rechnung, fehe lehrreich 
und hé ae bleiben. 


nan de 2d 
Setzt man im Lehrſatze w = dx unb t So; oder 
im F. 23. nur w = dx fo erhält man daraus, 
Am., xn zz. * 
j T 1 


) Der Punkt (.) nach d, d^, d'... d fordert das Diffe⸗ 
Log ber ganzen ia: bem Punkte folgende Größe, De 
ers 


+ 
H 
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n mag ſeyn was für eine Größe es will, wie im Biz 

nominalſatze. f 

1) In ſo fern nun jede Höhere Potenz dall? 

d "ta u. f. w. gegen die niedere Potenz dx" per: 

ſchwindet, in. fo fern beſteht jedes mte Differenzial- 

der Potenz x», n mag ſeyn was es will, nur aus ei 

nem 

lers Diff. 1 Theil. f. 146. alfo bedeutet dw, xv fo viel 

als dm. (Xn), mithin etwas ganz anders als am an = 
(dmx)n. 
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nem Theile, deſſen Factor dam ift, und: defen übrige 
Factoren alle endlich find! : 

Der erſte Factor, nemlich bie Reihe. 
ve? mmm (m—r)m T m$5 (m—2)m. 7 .. EmM(m—m)m. 
bricht wegen des Factors (m mim noch um ein Glied 
eher ab, als es wegen der bindmifchen Coeffizienten 
geſchehen würde, wodurch erft die (mpr)tett, (mT2)ten, 


d. i. die Glieder mit dr. ët f. w. verſchwin⸗ 
den; und der Werth dieſes erſten Factors iſt 
m. m- T.. 2. I, (nach $. 8. wenn ⸗ mz dem und 
a l geſetzt wird); daher dm, xnzcm, m— 1. . . 2. T. 
ng xu. m dm alſo auch n. n 1 [n—(m — 1)], 
xn-m, dm, weil "M = e LEE ift. 
: C EPOR SS 

2) Wofern man aber auf die Glieder mit den 
hoͤhern Potenzen von dx Rücklicht nimmt; fo ift es 
ausgemacht, daß die angegebene Reihe für dm, x 
ins Unendliche fortgeht, wenn n keine ganze unb pos 
ſitive Zahl ift $, 29. g 

3) Sft.abet n eine ganze und pofitive Zahl, ſo iſt 

1) wenn mn ift, jedes dn, vv o. $. 31. folglich 
DR antı N of anf an mm o ll. ſ. w. 
2) Wenn m = n ift, fo hat man nach F. 32. 

dn. xn n. n I. . . 2. I. dxn (Eulers Diff. 1 Th. §. 154.) 
und dieſer Werth iſt conftant, man fehe F. 33. u. 34. 
3) Sft endlich m n, fo beſteht die Reihe für dm, 

x^, aus (n — mt) Theilen, und dieſe enthalten 

nach und nach dem; dxmfr u. f, w. endlich dan. 


$. 38. 
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§. 38. 
Setzt man in der Formel " 
dn,xnzn,n—I....[n—(m—D.].xn-m, dem 


nach und nach ür s m; 1, 4, 30 4 u. ſ. w. AL erhalt 
man ſogleich 
RETTET 
d’? . xn z— 
d'.x^zn.n—ri.n—3 Sch . dx? 
di. * n Hh n, ig EE 
u. f. w. 

wie Euler in ſeiner Diff. I Th. A 152. aus andern 
Gruͤnden findet. — Anfaͤnger die ſich der deutſchen 
Ausgabe von Euler bedienen, erinnere ich, die uͤbel 
gedruckten d. 'n, d , 'n; d . kn u. f. w. nicht 
für etwas anderes als d' . x", d*. x»; d, xn; 
u. f. w., zu halten 

n. n— . . . . In - (m J] fann ich auch fo ſchreiben 
1. n. 1— I. . . . In- (m- 1) ) 
wird die 1 mitgezaͤhlt, fo find hier (m 1) Factoren 
welches die (m— 1) anzeigt. m So geſetzt, kann alfo 
wohl nichts anders heißen, als es iſt nur ein Factor 
nemlich 1 vorhanden, mithin iſt richtig 
de. xnz 1. xn-9 , dx? = xn und de iſt nicht 
= ı denn o ift hier kein Exponent einer Größe fonz 
dern es kann nichts anders heißen, als es ſoll fein . 
Differenzial genommen werden: m negativ nehmen, 
hat hier keinen Sinn, n darf wie bekannt negatio 
ſeyn, auch ſonſt was es will. 


n. n— 1. Xn d 
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Die Formel 


da . x n n- I. 2. I. dzug. 2. 3. . n. dn 
giebt wenn man für n, nach u. nach febt, o, x, 2, 3, 4 
u. ſ. w. folgende Formeln 
do . age do. ISO. dx = O. I o, 

Manl ſchließe hieraus ja nicht do = 0, denn do it 
nut ein Operationtiiian 

d^. * ms dx 

d? . * = dx? 

M „* dx 

u. ſ. w. 


$. 39. 


Noch einige Relationen und Hauptſätze. 
Das allgemeine Geſetz in dem folgenden Schema i 


y j 

1 A’y 

y A rp A a 

2a Ay A 

y A AL T5 

pe pe ANY 

H F A Antıy 
— ^ z t Ans y x 

; e H è " * 3 à 

t * H An 

t N’ t " M 

h Er ^y a. Antıy 
a A y ` 

y 


a a 


Tob 
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wonach jedes beliebige (tte Glied einer jeden 
(mr ten Differenzenreihe aus dem etaten Gliede 
der nächft vorhergehenden mten Differenzenreihe entz 
ſteht, wird durch die Gleichung 

tit t 

Ami y= Aty any 
oder 
Amh 1 (t) = Am 1 (tf2) — D 1 (tr) 

dargeſtellt. Dies Geſetz umfaßt auch die nemliche 
Entſtehung der erſten Differenzenreihe aus der Haupt⸗ 
reihe, wenn man ſich erlaubt, ftatt m und t auch o 
zu ſchreiben, d. i. beyde Groͤßen ganz wegzulaſſen. 
Denn wie ſchon oben erinnert worden, daß Am 
keine Größe, ſondern nur ein Operationszeichen bez 
deutet, daß die mte Differenz bezeichnet, fo fagt Je 
oder die ote Differenz nichts anders als es ſoll gar 
keine Differenz genommen werden, alſo iſt es ganz 


à ^ t t 
gleichguͤltig ob ich Ao y oder bloß y ſchreibe. » deu⸗ 
tet wie bekannt das (erte der Hauptreihe an, hier⸗ 


0 
nach ift alfo y = y nichts anders als das erſte Glied 
der a e Man merke ſich alſo das o bey LA 


unb 7 nicht ganz einerley ſagt, auch daß beyder Be⸗ 
deutung von o als Exponent einer Potenz ganz berz 
ſchieden ift, denn im letztern Fall fft a» allemal = 1. 


* 


K 5. 40. 


i 
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$. 40. 
Anmerkung. 
Aus dieſem Cntfehungsgefege folgt fogleih , daß 
+8. v an c Anyi ben, 
Dany Gf f O! 
tir 
äberhaupt&) Am y An y T Amt y ift. 
(Vergl. S. 169 No. 3.) 


i S. 4. 
Betrachtet man 3 Gleichung 35.5 fo dft darin 


der. Werth von An S durch lauter erfte Glieder ber 
Differenzenreihen ausgedrückt, denn es kommt in ihm 


X 3 A 
nur y und fein y, y u. m w. vor. 
Der Werth von Am ; D ke beſtehet aus zwey 


Theilen, wovon jeder ſchon = enthält.” Indeſſen ift 
der Werth des erften Theiles fon bey 9) durch lauz 
ter erſle Glieder ausgedrücdt; und ba man in diefer 
nemlichen Gleichung ſtatt m aud? mF x ſchreiben darf, 
indem hier m jede poſitive Zahl bedeuten ſoll; fo giebt 


1 872 
fie zugleich Amt y = Amit y T Amt y, welches 


auch den zweyten Theil in 2) durch lauter vorange— 
hende Glieder ausdrucken lehrt; ſo daß man ſchrei⸗ 
ben kann 
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Om y = Am y 1 er y T Anh f= 
oder 


VC is es 
$. 42. 


febtfaf 
Ueberhaupt ift 


VI 


a 


LI 


AFI RL TIN (Hu 


; LUE apu 7 4 — d 
i Adi spuV'gnik Ha TCD 4 1 


t 


1 u 2, „ 4 TEAT A 


lud 
A uV ga 


worin m und t jede poſitive ganze Zahl. und Gach 
$. 15) auch — o ſeyn kann. 


Se. 
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Beweis. 


Angenommen „es ſey fuͤr irgend einen beſtimm— 
ten Werth von t, welcher a heißen mag, der Lehrſatz 
wahr, alſo 

t 


E T A8 5 
ſo wird damit zugleich auch angenommen, daß auch 


e K year AE, 


feo; weil m im Lehrſatze jede ganze pofitive Zahl, 
„alfo auch mtr bedeuten foll. Dieſe beyden Gleichun⸗ 
gen zu einander addirt, ihre linken Seiten, (nach 
$. 40.), ihre rechten, (nach $. 18. Beweis) geben die 
Gleichung e ] i 


sit 
Gate? Any TEIA N St, 4 1 Ea as 
den zu dem (nfr)ten Gliebe ei Sa Reihe das 
(n—2)te der untern addirt giebt. 


Wa unge" e Caran” 


xa €. AP "y (5. 18. Beweis). 

Vergleicht man nun die Reihe für In y mit dem 
Lehrſatze, fo folgt daß der Lehrſatz auch für t art 
gelten muͤſſe, fo bald er für t = a als ae ange: 
femore werden kann. } 

Run gilt aber der Lehrſatz für t Ex 1, nach J) 
$. 4o. auch ſchon für?t = 2, nach N) F. 41. Folg⸗ 
lich gilt er nach den eben angefuͤhrten Schluͤſſen auch 
furt 2 T T= z; folglich durch wiederholte Ans 
wendung dieſer Schluͤſſe auch für t a 377 = Au. f. w. 
für jede poſitive ganze Zahl. 


E $. 43, 


Syſtem der allgemeinen Differenzen. 199 


$. 43. 
Zuſatz. 1. 

Setzt man im Lehrſatze ($. 42.) t = 0, fo wird 
t ^ i 
y zu y oder deutet das erſte Glied an, und da für 
t = alle folgende Binomialeoeffizienten A, B 
u. f. w. = o werden; (den die ote Potenz einer zwey— 
theiligen Größe ift = 1, hat alſo gar feine Binos 
mialcoefficienten, eben dies ſagen die Darſtellungen 
„A, B u. f. w.) fo giebt der Lehrſatz bey dieſem 
Werthe von t daß A" y = 1. Am y To, welches 
freylich ſchon von ſelbſt klar iſt und nicht anders ſeyn 


t 
kann. Der Lehrſatz beſtimmt nemlich Im y aus den 
erſten Gliedern der Reihe Im und der folgenden Reis 


hen der K p e * u. f. w. Wählt man nun zu 


t à 
A” y ſelbſt das erſte Glied der Reihe der Im, fo 
kann der Lehrſatz nichts anders angeben, als daß dies 
Glied durch ſich ſelbſt allein beſtimmt werde. 


§. 44. 
Zu ſaſtz. 2. 
. 2 ſetze im dehrſatze ($. 42 ) m = 2 fo hat man 
Aren, NN Atty, 
Man fe&e m = 1; fo fat man 


1. Af B. T K. aut, 
and 
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und in us ipn des $. 15. m So geſetzt, giebt, 
A” y SS A y= 


8 22 
y =ı.y}tlAy FSA? y T.. TT. At. y. 
das iſt: 

yI(t TD) SI. Tt AATTT BA TTT. . TT. At. 71. 

Anm. Der Lehrſatz . 42.); giebt alſo das allgemeine 

Glied jeder Reihe der Unterſchtede, durch erſte Glieder 
der Differenzreihen ausgedrückt Die Reihe für y, giebt 
das allgemeine Glied der Hauptreihe, durch die erſten 
Glieder, der Hauptreihe und der Differenzreihen, aus⸗ 


gedrückt. In beyden Reihen $, 42 u. a4. find die 
(t. — fen und . zum Exponenten t gehoͤrigen 


Binominalcoeffizjanten E tr A, t$ et: daß 
alfo dieſe Reihen, vorwärts und ruͤckwärts geſchrieben, 
einerley Binominalcoeffizienten haben, 


N 


Setzt war in der Reihe für * t = n, fo kommt 
die Reihe y wie bey nit Anal. endl. Gr. b. 725. II. 


§. 45. 
Reihen der nten Ordnung und ihre Glieder. 


Die bewieſenen Saͤtze gelten, was auch y für eiz 
ne Funktion einer veraͤnderlichen Groͤße iſt, und nach 
welchem Geſetze auch die Hauptreihe y; Y. 25 d 
fortgehen mag. Hierbey ſchreiten im Allgemeinen die 
Differenzreihen, wenn die Gliederzahl der Hauptreihe 
nicht beſchraͤnkt ift, ohne Ende fort. Es giebt aber 
mehrere Reihen (Käftn. Anal. endl. Gr. ß. 310.2 
312. $. 727, u. A) deren Differenzen irgend einmal 
abbrechen, d. i. deren xfte, ate, zte .... oder nte 
Differenzen conftant ſind. Man nennt ſie Reihen 

; der 
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der ıften, 2ten, zten .. ntet Ordnung (Culers Diff. 
iſter Theil $. 37.) und follen hier durch 
2Y; ay, af, ny bezeichnet werden. 

Will man die folgenden Formeln mit denen in 
Eulers Differenzialrechnung ıfter Theil, 2tes Kap. 
vergleichen, ſo hat man nur noch zu merken, daß Eu⸗ 
ler x geſchrieben hat, wo hier t ftehte 


A 46. í 
Aufgabe 


Das allgemeine (trte Glied einer Rei- 
hedernten Ordnung, als Grundreihe, durch 
die erſten Glieder, derſelben Reihe und ih⸗ 
rer Differenzreihen, aus zudruͤcken. 


Aufloͤſung. 
Gs ift 


H 
ay S. y AAY FBA y TIG APyr. An y, 
das ift: 

ny) (TI) y t AAT BTC AIT. . NRANTI. 
Dieſe Reihe erhaͤlt man, wenn man die Reihe 

$. 44. bis auf In oder die nte Differenzreihe, fortz 

fegt, mit welcher fie abbricht ($. 45). Für eine 

Grundreihe der (o Toten Ordnung, oder fuͤr nhá y 


müßte man die Reihe bis auf das Glied 3t A y 


nTI 


alfo für sh y bis auf NA y fortſetzen. d 
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F. d 
Aufgabe 
Das allgemeine (tte Glied einer Reiz 
he der erſtern Ordnung, aus lauter Glie⸗ 
dern der Hauptreihe auszudruͤcken. 
Aufloͤſung. 
Nach $. 46. ift 
yeg10D-i y. 
affo 1 Rn t, und nad $. 39. ferner 
p y m y — y if 
auch 5 1 y Uy ty 
oder iyi y — (t- 1) y. Dieſe Gleichung, wel 


che übrigens der Aufgabe fd m Gnuͤge leiſtet, kann 
offenbar auch folgendermaßen geſchrieben werden: 


"VP 

E DN y y 
deem £9) — " — — > 
äer lale. e 0 


a §. 48. 


Aufgabe 
Das allgemeine Glied einer Grundrei⸗ 
he der uten Ordnung, aus lauter Gliedern 
derſelben Reihe auszudrücken. 
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Auf loͤſung. ; 
Es iſt ; i 
28 nor n-—5 
moy „By 


zug t--:5| -L.- IL Sea TA 
J 0 ) ton  t—nfr tf 


D n-m O 
— aM y ny E 
se ——— A — — 
LS t — nim Desmar: 


d Beweis. 
Nach $. 46. ift : 


| 
= . J f ANY f By. . kënn et 


und ii ses Ek aet FtG. 

Die Buchſtaben E, F, G, ſollen nehmlich nur dazu 
dienen, einige der hergeſchriebnen Groͤßen ganz kurz 
zu bezeichnen. 

Schreibt man den Werth, wie ihn $. 18. fuͤr 
A ipis, in G; fo hat man G = 

Ir ntı—(mtr) 

KA = Ay HAUFEN y etc y} 

Angenommen nun, e$ fep für ſirgend einen bez 
ſtimmten Werth a von n die F= E; fo hat man 
mose der vorletzten Gleichung peter überbanpt 


Go = F if, daß für n = a fep Efe 
und tes kommt darauf an, die Summe der BS 
Reihen E unb Gau finden. 

n—m  mhp-(mtr) 
Weil y 22 ^y "ift; ſo ſchmilzt bey ihrer 
Summirung zuſammen jedes (m T re Glied von E, 
ſo 
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fo e heißen fol, mit jedem (m T ten Gliede von G, 


i 


| 


welches g heißen mag. 
Wenn man nun das Glied e durch 
(t — n — 1) (m 1) (n Kaf cr 
das Glied g aber durch (t — n ) (t n t m) 
ſowohl multiplizirt als auch dividirt; ſo hat man 


m + r M. (nk) 


e ; am 
t—n $a. — * 
SE, C uc AE cem) 
4 n=m 


11 ( t— nfm tr y 
zt —n-—1).l 2 — DÉI 2 — 
se Rt. U t—n—1 M tn f m/ 
daher l 
11 a 
——— —m 
T | 2 t—n—ıI LP 
= LN —] paaa 1 ä— 
erg N. (t n n. | T t—nim| HM n M. — 1 
L' t—n—IJ 
und ba 
Tiitta tm tnf T ~ 
ek ee MO NN it, *9 
t—n—1 t—n—I > 
. * 92 as . NUR e 
GE (ese Wäre, 
y = D, (t—n—1). EIN 
e T8 ( ) C dew 2j 


Dieſer Werth von etg giebt nun gerade das (mto)te 
Glied an, fo man in der Reihe des Lehrſatzes erhal- 
ten würde, wenn man darin n T 1 Statt u ſchriebe. 
e Für 
) Wer die Formel nicht fo allgemein zu überſehen ver⸗ 
mag, der kann erſt die obern Zeichen — und + und dann 
die untern T unb — gelten laſſen, fo findet er für den 
erſten Fall F 1 und für den aten Fall — 1. Man thut 
aber wohl (id) an dergleichen allgemeine ueberſichten zu 
gewöhnen, da fie die Beweiſe und Saͤtze ungemein abs 
kurzen. 7 $ i ; a s 


e 
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Fuͤr mo wird in e; der Coeffizient cS 


5 p iT D : 
unb in g, der Coeffizient LTM = — a1190; und 
es ſchmilzt alsdann, nach der eben ausgeführten all- 
gemeinen Reduktion das erſte Glied der E mit bem 
aten Gliede der G bergeftalt zuſammen, daß 

3 . n 


3 (t — n — I). G- arig, E ) 


daraus entſteht. Dies wäre aber ebenfalls das ate 
Glied in der Reihe des Lehrſatzes, wenn man darin 
n ＋ 1 Statt n ſchriebe. Denn t — (nafr) ift Stn 
I u. f. w. 

Was nun noch das erſte Glied der Reihe G. bez 


v ZE nii - 
trift, fo ift dies N. y folglich auch 7 
2 ntr \ 
k - 
K. Gu. y ) 
t—n — I 


welches ebenfalls das erſte Glied in der Reihe des 


Lehrſatzes iſt, wenn man in demſelben n T r fratt n 
ſchreibt. 


Bedenkt man endlich noch, daß die Reihe G nach 
meiner Ausgabe von Eulers Algebra $. 361. 3. Zuf. 
gerade mit dem (n T 2) ten und E mit dem (n f Iten 

Glie⸗ 


M 


) Nemlih, da aM, ber mte Dinomialeoeffizient ber 
Potenzen andeutet, fo bedeutet m = o, nichts anders 
als der ote Binomialcoeffizient, d. h. der naͤchſtvorherge⸗ 
hende Coeffizient, der vor den als erſten gezählten ſtehet, 
und biejer iff wie bekannt immer = r. Man über⸗ 
zeugt fich davon auch fo: der mte Binomialcoeſſizient, ges 
hoͤrt zum (m + 1) Gliebe, der ote muß aljo zum rfen 
Giiebe gehören, und if alfo = 1. 
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Gliede abbricht; fo ift man völlig überzeugt, daß 
E T G gerade diejenige Reihe giebt, fo man im Lehr⸗ 
fage erhalten wurde, wenn man darin n T 1 ſtatt n 
ſchriebe; der Lehrſatz alfo für n 25 a r gelten 
müßte, wenn er fürn = a als richtig dürfte ange⸗ 
nommen werden. Das darf aber nach A. 23. geſche⸗ 
hen fuͤr a = r, Alſo gilt der Lehrſatz auch für 
n Sarr 23; alſo auch fút n 21 1 Sou. 
ſ. w. für jede Reihe der nten Ordnung, wenn n nur 
die poſitiven Ordnungszahlen bedeutet. 
Amn. die Zahlen welche beſtimmt, zu welcher Ordnung 
die Reihe gehört, iff in f. 46. und in b. 48. nur dem 
y beygeſchrieben worden, weil es ſich von ſelbſt verſteht, 
daß die y und ihre Differenzen, die in dem Werthe 
von C vorkommen, zu derſelben Reihe derſelben Ord⸗ 
nung gehoͤren. 


/ 


Summatoriſche Reihe und derſelben allge⸗ 
meines Glied. 


§. 4g. 

Das Abziehen jedes Gliedes vom naͤchſtfolgen⸗ 
den, giebt Differenzreihen: das Addiren des 
erſten Gliedes zum zweyten, des dritten zur beyder 
Summe u. ſ. w. des jedesmal naͤchſtfolgenden zur 
Summe aller vorhergehenden, ſummatoriſche Reihen. 


Iſt alſo Sr be .. wieder die Hauptreihe, und 
ſchreibt man eine andere Reihe d f d $ * ev. neben 
ihr zur Seite, fo, daß 7 oder [29 : 

i fi 
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1 gr 10 j 
S=yTto=y_ 
2 I o 
S=y ty 
2 SAN [e] D 
=ıtyıty 
4 3 * 1 0 
f—»ytytvyty 

[E E) 


t= t- t Se S 
WEE 
t—2 t—2 


[OYFrba ERE AG 


fo ift J. f. f. FEST fummatorifde Reihe 
(Series fummatrix)) der Hauptreihe, und der Werth 


von / heißt das ſummatoriſche Glied (Terminus 
ſummatorius) der Hauptreihe Eulers Diff. ıfter 
Theil. $. 83. — 56.) 
Ser ſummatoriſchen Reihe allgeme ines Glied 
D o D 2 t—2 t—I 
Je duy t ysseebysbyco 
ift alfo: mit dem ſummatoriſchen Gliede der Haupt: 
reihe einerley; daher fih die Erfindung des ſumma⸗ 
toriſchen Gliedes auf jene eines allgemeinen bringen 
laͤßt (Eulers Diff. after, E $. 53.) 


$. 50. D 
Aufgabe. E 
Das ſummatoriſche Glied der Hauptrei— 
he, durch die erſten Glieder der Haupteeihe 
und der Differenzreihen, auszudrucken. 
Auf⸗ 
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M Aufloöſung. 
Es iſt 
t i ~ 
Jerta CQ. FT To- 


= 


b. i. 
Dis Ay t BA T CA T T- 


Beweis. 
Aus $. 49. ift deutlich daß 


P er e r 
1 

— np Feb 
Iu 

"Ow M "GS P 


S-/=r 

Man Fann nehmlich bie Hauptreihe als erſte Dif⸗ 
ferenzreihe der ſummatoriſchen und dieſe letztere alſo 
als eine gegebene Grundreihe betrachten, (Eulers 
Diff. 1. Th. $. 55.) hieraus folgt, daß die ıfte, ate, 
3te u. f. w. Differenzreihe der Hauptreihe, als die 
ate, 3te, 4te u. fi w. überhaupt die nte Differenzreis 
he der Hauptreihe, als die (n + Dte der ſummatori⸗ 

ſchen Reihe betrachtet werden kann. 

Da nun aus $. 44. bekannt iſt, daß: 


t — ; 
"eat, T A. Ay T B. G. T'S Att Y At 7 
ſo iſt offenbar 


o =r : 
fsı SI: y mp. Ay e TE At- TT ACT y 
| ; denn 
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` n e" t* 0 ^ 
denn man ſchreibt in der Reihe für y, ftatty, A*y, Ay. 
u. ſ. w., nur die entſprechenden Glieder der naͤchſt 
Ko Differenzreihen. 


3. B. $5 AS y, Gy. . Aty, fmd die erſten 
Glieder der Hauptreihe, und deren 1fte, ate, 3te.... 
t te TR aber auch 


„ ës Aet yr. 


find bie. erſten Glieder von Reihen, die jenen naͤchſt 
Lee 


Da jà o, fo fällt ſolches aus der Reihe für f 


. ganz veg. 


F. 51. 

Man rann zu der ſummatoriſchen Reihe als ei⸗ 
ner Grundreihe, eine neue ſummatoriſche, und zu die⸗ 
ſer wieder eine andere ſuchen, und dies verfahren ſo 
weit verfolgen, als man will. Dies ift der Fall bey 
den ſogenannten figurirten Zahlen, aller Art 
und Ordnungen: der Triangular-Tetragonal-Penta⸗ 
gonal u. f. w. überhaupt Polygonalzahlen; der drey, 
vier, fünf und mehrſeitigen Pyramidalzahlen. Hiev⸗ 
bey kann man die Glieder Lerſchiedentlich zählen. 
Zaͤhlt man fie (wie in $. 50.) fd, wie jedes nte Glied 
der ſummatoriſchen Reihe aus der Summe von n—ı 
Gliedern der vorhergehenden (als Grundreihe) er— 
waͤchſt: fo giebt das eine Schema für figurirte Zah⸗ 
len, fo wie das Kaͤſtneriſche Anal. endl. Gr. $. 727. 
S. 515. d. n. A.). Nimmt man aber die Summe des 
erſten und zweyten Gliedes der vorangehenden Reihe 

; 9 als 
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als das zweyte Glied der ſummatoriſchen, die Sum⸗ 
me der drey erſten Glieder jener Reihe als das dritte 
dieſer; ſetzt man uͤberhaupt das nte Glied der ſum⸗ 
matoriſchen aus der Summe der n erften Glieder der 
naͤchſt vorhergehenden Reihe zuſammen: ſo kommt 
daraus die verkuͤrzte Darſtellung der figurirten 
Zahlen, wie in (Hind. Infin, Dign, S, 162: 165.) 
$ 1 2 

Führt die Hauptreihe y, y, 1. . . auf beſtaͤndi⸗ 
ge Differerzen, ſo kommen, und zwar eben dieſelben, 
auch bey der ſummatoriſchen vor; und wenn die 
Hauptreihe zur nten Ordnung gehört, fo gehört die 
ſummatoriſche zur (nt r)ten (Gul. Diff. 1 Th. $. 55 
Dafür kann man hier das Zeichen ai f ín. ähnlicher 


Bedeutung, wie ak in $. 45. gebrauchen. 


9. 32. 
Aufgabe 
Das allgemeine Glied einer fummatorie 
ſchen Reihe der (art)ten Ordnung, durch 
die erſten Glieder, ber zugehörigen Grund: 
reihe (von der Ordnungen) und ihrer Diffe⸗ 
renzreihen, auszudruͤcken. 


Aufl ſung. 
Gem 
+ 
RN. BY. H NA y 


das iſt: 
Déi 
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3 1 
ate Ay BAI HEA tN An I, 
Beweis. * 
Da bie Hauptreihe (Grundreihe) zur ntén cb; 
nung gehört, fo find ihre uten Differenzen die letzten. 
Da nun eben diefe nten Differenzen die (n*Dten der 
ſummaroriſchen Reihe ſind, ſo laſſe man die $. 80. 


t Ke 
für / gegebene Reihe mit dem Gliede RN. An y af; 
brechen, alsdann erhält man, (da das erſte Glied 


0 
1 ./ sg iſt) die in der Aufloͤſung gegebene Reihe. 
' Sa? | K 
Dieſe Reihe fuͤr 8 m kann alfo nicht über E MAIS 
hinausgehen; früher aber kann fie allerdings abbre⸗ 


chen, nemlich wenn tc nir ift nach meiner Ansg. 
von Eulers Alg. ıfter Th. S. 208. 3. Zuſ. 


Formel fuͤr die Summe einer geometriſchen Reihe. 
$. 83. 

Nutzanwendungen der bisherigen Lehren mache 
ich nicht, weil im Eulerſchen Werke daran kein Man⸗ 
gel iſt, nur ſey es mir erlaubt, fuͤr Anfaͤnger noch 
eine Anwendung des ſummatoriſchen Gliedes, auf 
die Summirung der geometriſchen Reihe, hinzuzu⸗ 
fuͤgen. : 5 

In $.13. fep y = a. ex und w = 1; fo wird 
die dortige Hauptreihe eine geometriſche, unb x eg 
geſetzt, erhält man für die 

Da Haupt⸗ 
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e 1-2: 4 n 
„Haußtrethe y; y, Y: RU Se Jn" 
die folgende ae ae", ae^, ae? . en, 3 
alfo die allgemeine Form E Sen TIR Reihe, 
die vom erſten Gliede ae = hie und man 


findet dafür SE 
AY = afe — je’ 
Ay = ale — 1) 
j Ay = ale — 1) 
u. f. w. 


ade e a(e — 1) 
Aus lauter ſolchen erſten Gliedern der Differenzrei⸗ 
hen wird nach $. so. das ſummatoriſche Glied 
»f e Ay T BA T CNY Të Arr 
alfo für bie Sonet Reihe die Summe von m 
Gliedern A l 
= uA. atop, ERS Bate SCH sor rcl 
uide 1225. (e—1)"[9€ . (e- 107. . . u. (e—1)27 1] 
='F 
dieſe Formel E bie man für die Summe einer jeden 
geometriſchen Reihe durch Huͤlfe der allgemeinen 
Differenzen gefunden hat, beſtimmt auch für e = x 
ſogleich den Werth 
: d an = an y 
da hingegen, bie aus den Anfangsgruͤnden bet Alge⸗ 
bra bekannten Formel : 
en— I 
NC AC. EIE 
Gi: A. v. Eulers Algebra, ıfterTheil S. 189. 6.514, dort 
iſt b zs e) z 
fire = 1, a. 3 giebt. Der Ausdruck 2 ift ein unz 
beſtimmter Ausdruck; a. $ fagt alfo, daß die Formel 
für 
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fr 8 in dieſem Fall nichts beſtimmen konne; doch 
nennt man die Formel allgemein, weil ſie die Sum: 
me aus einem beliebigen erſten Gliede a, einem be⸗ 
liebigen Exponenten e und der e Gliederzahl 
n zu enen SD: m 


Daß eine Formel $ s wird, ift eine Erſcheinung, 
die bey algebraiſchen Formeln nicht ſelten find, und 
der Formel fuͤr 8 ſieht man es freilich bey genauer s 
Achtſamkeit bald an, daß fie füre — 1 nichts be⸗ 
ſtimmen koͤnne. Denn in dieſem Falle wird en — er 
kann alfo für die Summe von r Gliedern nichts an⸗ 
ders angegeben, als für die Summe von n Gliedern. 
Da nun gleichwohl der Unterſchied zwiſchen dieſen 
beiden Summen, indem man außer er unb n auch a 
beliebig verändern darf, eine jede beliebige Groͤße er— 
halten kann; fo muß freylich die Formel für e = r 
ſo etwas angeben, was man jeder beliebigen Groͤße 
gleich ſetzen darf, das heißt, ſie muß einen Ausdruck 
geben, der gar nichts beſtimmt. 

Aus der Formel F kann man auch die für 8 ab⸗ 
leiten: ' : : s 


Es ijt nemlich : 
Ae. DE Re" 


F auch Sa. Leer 
folglich exu folglich auch 
e 


Betrachtet man bie eben vorgenommene Umbil: 
dung der F in 8; fo ſieht man, daß dabey durch 
$ t I Bast 
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e — 1 multiplicirt und dividirt würde in dieſer 
Hinſicht alſo 
8 zs ES fen. 
e — I 

Dann muß freylih für e = r die S geben asg 
wenn gleich F einen ganz beſtimmten Werth angiebt. 
Dieſe Umbildung belehrt uns aber deutlich, warum 
die s nichts beſtimmen konnte. 

„Auch die Kunſtgriffe, wodurch bie S gewoͤhnlich 
herausgelockt wird, ſind auch ſo beſchaffen, daß ſie 
für den Exponenten = 1 ſchlechterdings nicht zum 
Zwecke fuͤhren koͤnnen. Denn man fege nur in den 
Schluͤſſen (m. A. v. Eulers Alg. x. Th. S. 289.) ſogleich 
den Exponenten — 1: was kann man hoffen dadurch 
zu finden, daß man S von r.S abzieht? 

Freylich ift es hier ſehr leicht für den Fall wenn 
e = I ben Werth von S zu finden, denn alsdann ift 
jedes Glied der geometriſchen Reihe gleich dem erken 
Gliede a, dieſes iſt daher ſo oft zu ſich ſelbſt zu 
addiven als die Gliederzahl n anzeigt, mithin fin- 
det man S = a.n. 

Sonſt pflegen die Algebraiſten fib bey ſolchem 
Aus falle einer allgemeinen Formel durch Subſtitution 
zu helfen. Setzt man in S e a; e= rtz, 
fo erhält man 

(rr , IT uA Tu BZW. . . . T N. zu 
Sa. wa. — — 
17 2 — 1 rTz—1 
alſo auch 


LL alfo 


N 2 is 
Soa. (Ar BZ, . 4 N. 2873), (é ` 


Lë 


Sätz f B22 i. zu 


Wenn 
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Wenn nun e 2 ift, fo muß da ec rtz;z-ofepn. - 
für z = o findet fih nun aus der eben gefundenen 
Formel ; 
S =a. = a. n. unb fo ift die Summe der geps 
metriſchen Reihe für e = 1 ganz richtig beftimmt. 
Mit Recht aber kann man nun fragen, woher 
koͤmmt es, daß die Formel nach ſolcher Subſtitution den 
Werth beſtimmen kann? Wenn ich erte c rTz 
ſetze, und dann wieder 2 = o, wie kann das etwas 
anders geben, als wenn ich gleich e = 1 fete? 
Man achte genau auf die Art und Ordnung, wie, 
man das 2 gebraucht und verſchwinden laͤßt, ſo be— 
merkt man wohl, daß es die Stelle eines Differen— 
zials vertreten muß, und e dabey als eine veränder? 
liche Größe betrachtet wird, die (id) der x ohne Ende 
‚nähert. Die angegebene Formel beſtimmt nemlich die 
Summe einer jeden geometriſchen Reihe, fo lange e 
auch um irgend eine Groͤße von 1 verſchieden iſt. 
Dieſe Größe heiße 2, und es werde nun 1 Tz in 
die Formel ſtatt e geſetzt; ſo iſt ihr letzter Ausdruck 
bey (&) fo beſchaffen, daß man daraus das Geſetz abz 
nehmen kann, wornach ſich ihr Werth dem Werthe 
der Summe für e= 1 ohne Ende nähert, indem man 
 z ohne Ende kleiner und kleiner werden laßt. Wenn 
aber das geſchiehet, ſo naͤhert ſich der letzte Aus druck 
ohne Ende dem = an, oder um kurz zu reden, die 
unendlich kleinen Größen »Bz u. f. w. muͤſſen neben 
der endlichen Groͤße an verſchwinden. In dieſer 
Hinſicht kann man nunmehr 2 — ſetzen, nachdem 
man nehmlich, vermittelſt des 2, den Werth der letz— 


- ü-— 1 k 
ten VBerhältnig von De Gr indem fid e der x ohne 
7 e — P 
Ende 


— 
D 
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Ende nähert, deutlich erkannt hat. Wer aber auf d 
dieſen Ginn nicht achtet, und nachdem er anfangs 

e = I z geſetzt hatte, dann wieder, wo es ihm 
zuerſt einſiele, 2 = o ſetzen wollte, der würde ent⸗ 
weder durch ein bloßes Ohngefaͤhr zu ſeinem Zwecke 
gelangen, oder ihn auch wohl ungeachtet dieſer Sub: 
ſtitution gaͤnzlich verfehlen. Z. B. wenn man etwa 
in & wieder z = o ſetzen wollte, ſo haͤtte man wie⸗ 
der das alte = a.2. Denn man darf: nicht neben 
I — I, welches keine endliche Größe, ſondern o ift, 
verſchwinden laſſen; wenn z nicht bloß wie o, Ton: 


dern wie eine dem o ſich ohn Ende naͤhernde Groͤße, 
wirken N * 


Vergleicht man diefe Formel, worin; ſtehet, 
mit der aus dem ſummatoriſchen Gliede abgeleiteten, 
ſo wird man ſogleich einſehen daß beyde Formeln 
vollkommen identiſch ſind, indem in der abgeleiteten 
ſtatt 2, fein gleiches e — 1 ſtehet. 


LU 


Einige merkwürdige Sätze und 


Relationen. 
I. 
Es it 
2 — uf in Er 
BEE? 2n — 1 


Beweis. 
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Beweis. 


dieſe 4 conſtuirten Glieder ſtellen das TET fo deut: 

lich vor Augen, daß man ohne Schwierigkeit 

n LO iun I.2n 

n 

conſtuirt. Um . Allgemeinheit des Geſetzes darzu⸗ 

thun muß bewieſen werden, daß wenn das beobach— 

tete Geſetz für a» richtig ift, daß es auch für antz 

gilt. - 

Das air Gefet giebt. 
p S HI I n Zn FT. 2n Tr) 
I.3...,2n— 3. an — 1. an TI 

Es ift aber autı — 22,2, i 

Können wir nun beweiſen, daß der nach obigem Ge⸗ 

ſetz gebildete Ausdruck fuͤr 2, doppelt genommen, 

den Ausdruck für zurr giebt, fo ift die Allgemeinheit 

des beobachteten Geſetzes mit aller Evidenz erwieſen. 

Nun iſt offenbar 
2n on T Y 
nitt an 7 1 1 7, 

dieſes letztere giebt aber gerade den für an, 2 8 gnp 

gefundenen Ausdruck, da wir nun gewiß ſind daß 

das Geſetz für n = 4 gültig ift, fo gilt es nach dem 
er⸗ 


a z 
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erwieſenen auch für n res, alfo auch für 811826 
u. ſ. w., d. h. es gilt allgemein. 


z : 2. 


* 


T T 1,345: 
2 IL 
CHR 2.4.6. 
Beweis. 

Es iſt aus (1) bekannt, daß 

2 üT2....2n--; it. 

1 * 3 „nn 

Daher iſt auch 
1.3 . 25 e BIL BIS 28 an. 
TE DS. Ke enee R 
(bekanntlich ift an — 1 bie nte Ungeradezahl, alfo 
find hier im Zähler eben fo viele Glieder als im 
Renner, b. h. es find n Glieder ſowohl im Zähler 
als im Nenner). 
ee, eg n i, 
2.4... Zn 2n 


Cis 


W. 3. C. W. 


3. 
Es iſt 
erit ni RPS, Wendt. . NT 


. „en f.. I 


Beweis. 
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DIE 
Ka Jo Y 
EZ 240-9 
Gd Le ~ 
— 41 — — 
++ + 
CA DI 
wis 
wb 
du 
[bu La 
EE Leer 
12 Lal 
Hes Bis B 
uo dA He ou 
ES Bm ou a 
e 5 5] s 3 ji 
ng Si Um Ww 
xi ga „ * ege 
ifo 
T 
ER RE EAE 
Rhe EEE EG s 
PTT 
zk rb eh r o 
E ^ B D — 5 
3 2! cl 
x y * D SE 
. 2 * "t 
M — 7 1 
fuk x TNT M, 
++ o 
5 D 5 B 
$595 ..,6 B $& - 
ch B8 . . SEI "n 8 | 3 2 z 
* Ki Ra 599 Ra 59 23 
4% Er 
auch ift 


(1) rt name nn Bx mE! F. . nimgoxr 


Wir entwickeln hier ſowohl vom Produkte, als 
auch von (1 T x)"r* nur r 1 Glieder (das erſte 
mitgezählt); denn fonft find hier wenn n und m 
ganze Zahlen ſind, im Produkte ſowohl als in 
arm; nm 1 Glieder vorhanden, die aber 
hier zu entwickeln nicht noͤthig ſind, indem die obi⸗ 
. gen 


i 
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gen ſchon deutlich das Geſetz des Fortgangs vor Au⸗ 
gen legen. Vergleicht man nun das Produkt mit 
der Reihe für (1 fx), fo ergeben fih nach ber ` 
kannten Lehren, folgende fruchtbare Relationen 
ya = I. mA T nA. 1 

nm — I. m F n9[m9f p B. t 

nim = I. mC Am B T BA TC. T 

npn3) = mD Am T Bm + remy Ta 

u. f. 0. 

wo man alfo für aufm den oben angegebenen Werth 
findet. 

Che ich weitere Folgerungen mache, will ich fol- 
gende nuͤtzliche Betrachtung hinzufuͤgen. Wir koͤnnen 
manche Unterſuchungen und manchen langwierigen 
Calcul, dadurch ungemein abkuͤrzen, wenn wir über- 
legen, daß die analytiſchen Operationen, 
nur die Form des zu ſuchenden aus der 
Form des Gegebenen beſtimmen, die Gr oͤ⸗ 
ßen aber unbeſtimmt laffen. 

Dieſe wirklich hoͤchſt wichtige philoſophiſche Bes 
merkung, verdanken wir, wenigſtens ſo beſtimmt aus⸗ 
gedruͤckt unſern gelehrten Hrn. Prof. Kugel. Ich 
werde gleich zeigen wie wir hier davon eine ſehr 
gute Anwendung machen koͤnnen. 

Das (r T Dte Glied von (xr T nëm ber 
(+ Hf (r or) ift ss N; das (1 f sin, 
(t ＋ On r ve welches wit mox" identiſch ſeyn 
ſoll, muß alſo aus lauter partial Produkte die xt 
enthalten beſtehen. Dieſe partial Produkte, entſtehen 
nun aus zwey Glieder, deren das eine aus der Rei⸗ 
he (t T3)", das andere aus der Reihe (1 f Yn 
ES ge: 
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genommen iſt; die Exponenten der xen worin diefe 
Glieder multiplizirt ſind, muͤſſen alſo zuſammen ad⸗ 
dirt immer die Zahler geben damit ihr Produkt xr 
enthält, da nun in jeder der in einander zu multi⸗ 
plizirende Reihen dieſe Eponenten von x (ben das 
erſte Glied von o angerechnet) die Reihe der natuͤrli⸗ 
chen Zahlen iſt, ſo fuͤhrt dieſe 8 auf das 
wichtige Problem 
Jede ganze Zahl r Pë? z wey Zahlen der 

9 Progreſſion o, I, 2, 3, 4. , 
nicht allein zuſammenzuſetzen, ſondern 
was hiernoͤthig iſt, alle dieſe moͤgliche Zu⸗ 
ſammenſetzungen ſelbſt darzuſtellen. 
Herr Profeſſor Hindenburg hat dieſes Problem in 
ſeinem ganzen Umfange, mit bewundrungswuͤrdiger 
Leichtigkeit aufaelbft, und hierdurch eigentlich eine 
bisherige Luͤcke in der Analyſis ausgefüllt, | Mir fep 
es erlaubt die Aufloͤſung von dieſem hier erwaͤhnten 
beſondern Fall ſo zu geben, als ich ſolche zuerſt fand 
ehe ich Hrn. Hindenburgs Verfahren kannte, letzteres 
werde ich weiter unten mittheilen. 
Aus der Lehre von den arithmetiſchen Progreſſionen 
iſt bekannt daß, wenn man unter einer arithmetiſchen 
Reihe, dieſelbe Reihe verkehrt, unterſchreibt, ſo daß 
das letzte Glied unter dem erſten, das vorletzte une 
ter dem aten Gliede vom Anfange u. f. w. zu ſtehen 
koͤmmt, ſo ſind die Summe der uͤbereinander ſtehen⸗ 
den Glieder unter einander alle gleich, ſchreibt man 
alſo 

. — Tun 

I, LT, Ga ng DESS +1,0 


\ fe 


222 Merkwürdige Satze und Relationen. 


fe geben jede der zwey uͤbereinanderſtehende Zahlen, 
zur Summe r, und das Problem ift aufgeloͤßt. 

Wir koͤnnen alſo das (1 T m. a T Har t1) 
auf folgende leichte Art finden. Man ſchreibe 


(ur) zs Y T Ax Fr% e 
darunter : 

—— —M pom 
und multiplizire jede zwey uͤbereinanderſtehende Glie⸗ 
der in einander, ſo erhaͤlt man das geſuchte wie 
oben, denn die Exponenten von den xem machen, die 
oben verkehet unter einander geſchriebenen arithm. 


Pr i ſagte aus der Form des Gegebenen ift die 


Form des Geſuchten beſtimmt, das findet hier fols 
gende Anwendung, da p t C — p) = r geben, fo 
multiplizire man 
( f Y (p T D P. x o 

und (r T „m7 (r — (p — 1) = nq. rg 
in einander, fo giebt P. xp. mXxr-P die Form eines 
jeben partialProdufts „ woraus mknxt beſtehet und 
da es uns bey gegenwaͤrtiger Unterſuchung nur um 
die Binomialcoeffizienten die in dieſen partial Produk⸗ 
ten vorkommen zu thun iſt, ſo giebt 


—t i | 
së mR dazu bie allgemeine Form. 
Setzen wir nemlich p, nach und nach o, ,, tat, 
ſo erhalten wir 


1.99 I . mR T N. aA F R. 1 mR. 

Aus der allgemeinen Form für am, findet fich wenn 

man Nach und nach A, B, C, Du. ſ. w., ſetzt, die 
* obi 


n 
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obigen fuͤr vim, an, "e, vim D u. f. w. gefun⸗ 
dene Werthe. > 

Mann wird denke ich ſchon jetzt den Vortheil 
den jener Kluͤgelſche Satz, in Abkuͤrzung der hier 
ſonſt noͤthigen Rechnungen bewirkt hat, einſehen, an⸗ 
andern Orten werden noch weit mehr in die Augen 
fallende gegeben werden. 


4. 
oin Gaii 
1 f A f B f C- f R f , 1 


Sa nyd = TERE at 


2n 
Lu Rar 2n s3 


Beweis, 

De R=. R. pay R f. ETT 

fo ift wenn ſtatt R, N geſetzt wird 
1 =f 

e S rm IER LEM R. „ Na 

da num R= 1; N no, N = n u. f. w. 
iſt, ſo hat man auch j 

RER Ron. . 4 Por 
fegt man hier m = n, fo folgt 


ant = 1. së. 4 „A N Eus TI 
folglich 
ang mp T »A“ ust eU exe s P9 d 
W. 3. E. W. 
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5. 
Anmerkung. 


Der merkwuͤrdige Satz in (4) wuͤrde, meines 
Wiſſens zuerſt von Lagrange, und zwar zufaͤlliger 
Weiſe, gefunden. Denn in einer Abhandlung die in 
den Berliner Denkſchriften ſtehet, fand er fuͤr eine 
gewiſſe Wahrſcheinlichkeit zuerſt den einen, und fuͤr 
dieſe nemliche Wahrſcheinlichkeit hernach auch den an⸗ 
dern Ausdruck und ſchloß daraus auf ihre Gleichheit. 
Bemerkt zugleich daß er aber noch keinen analytiſchen 
Beweis gefunden haͤtte, der nd auch — ver⸗ 
ſteckt zu ſeyn ſchien. 


6. 


—1 
Es if + mR mit = TEN. 
oder Wer E 


H 


ER m-19b 2 -vnomjzumig. 
Beweis. 
Seite IM habe ich bewieſen, em, 


mR F d = = mH N ift 
Steg? ſogleich obige Gleichung folgt. 


| T. 
Ge ift 
een Ee E = nN N. AN. 


Beweis. 
ee man in ber aten Gleichung bey (6) nach 
und nach 9t — A, B, C u. f. w., fo bekommt man 
1— 4 
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1— my m-r9(; - TAB = m- IB. 
mer B mg m-1i60; — ACD zm-19y 
u. ſ. w. = 
folglich auch 
1 AFB m- 1B; 1 O 
I- my B nen 9d=m-ı9; 
alſo uͤberhaupt 
ATB mf D .., w mkm, 
W. 3- E. W. 


Beweis. 


Wenn in (7) m = n ift, fo wird die linke Geiz 
te der Gleichung gleich (x — In und die rechte Geiz 
te geht über in + -ıM, aber der nte Binom. Coeff. 
der (n t Iten Potenz it = o; auch if (1 OR 
Null für jeden endlichen wirklichen Werth von n, 
(S. 158. b. 6.); aber für n = o, ift 1—r^—o'—r, 
folglich muß x = + -IN ſeyn. Vielleicht wird hier 
mancher fragen was -IN eigentlich bedeutet? -IN 
bedeutet den allgemeinen aten Bin. Coeff. des (atten 


Gliedes in (1T 1) = = =ı-ıftı- Lies 


das (n t te Glied dieſer Reihe ift aber gewiß 
. ! folglich N zuverlaͤſſig nichts 
anders als 1. Wodurch ich abermals und zwar 
wie mich duͤnkt, febr ſtrenge bewieſen habe daß o^—r. 


den 
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ſeyn muß, und ſich alfo hier auf eine angenehme Art 
beftätiget. * 
Anm. Für Anfänger muß ich erinnern daß hier n als Cy». 
ponent So nicht mit Nals nte Bin. Goeff, einerley ift, 
BE : 
9. 
Wenn man in der Gleichung 
i — A p B... E R — x IR 
Datt N, V fegt, fo hat man in Hindenbuͤrgiſche Zeichen 
vollkommen die Formel, die der Herr Prof. Fiſcher 
in feiner Zheorie bet Dimenſionszeichen $.146. 
noch auf eine andere ihm eigenthuͤmliche Art bewie⸗ 
fen hat. *) : 


Schreibt man m — m Datt n und R Datt R/ 
fo koͤmmt 
qp — nm emg .... + nmg A. min 
fegt man nun hierin nad und nach m = 1, 2, 3 
u. f. w., fo erhaͤlt man ſogleich, die Formeln 
die im 147. $. der Theorie der Dimenſionszeichen 
ſtehen. 


10. 


Setzt man in der Formel für & iR; — a 
ſtatt n, fo entſteht ; 
12 


*) Fiſcher beweißt diefe Gleichung ohne Säit: des binomi⸗ 
iden Lehrſatzes, daher iff der Vorwurf, den Hr. Töpfer 
Lin feiner bekannten Schrift wieder Fifcher. S. 169.) 
ihm dieſerwegen macht, offenbar übe] angebracht. 
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1 — f f B. . . . . R . —nh)g 
Da sen | fcn. Von biefen Gleichun⸗ 
ES „e =nt2€ Ben fb 
AS : wohl ohne meine Anz 
weiſung zu uͤberzeu⸗ 


7 gen ſuchen. — Da ſie 
Ee Sen Fi E von ſelbſt eins 
3 bre eu s 


fo ift 
DEDE "HG — agence steig. 


Hierin n T. m ftatt n, und? R ftatt R geſetzt, 
giebt 
—m —m 
T remy pnm rY 4 fm E. . papm- RæanfmrR 
hierin nun nach und nach n = I, 2, 3 u. f. w. gez 
ſetzt, ſo erhaͤlt man wiederum alle Formeln die bey 
Fiſcher in $. 148 ftehen, Und wenn man hier in der 
Formel für aR, ſtatt u, an fegt, fo entſteht die 
Formel, welche Fischer $. 165. giebt. 
11. 
Die in (9 und 10) enthaltene Formeln ergeben 
ſich auch unmittelbar, aus der allgemeinen Summen: 


formel fuͤr sentomialäteffglehten. Es war nemlich 
oben ; 


eln dkl. fal. „G. Ref. REB RNY patr 
In dieſer Formel wird bekanntlich 
Mid, 1% 2, / Aa En 
R == T, A, B. 6, D. f 
P. 2 Setzt 


* 
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Setzt man nun hier nach und nach 

m S o I; a; £ r 

ſo geben die negativen Zahlen, die Fiſcherſchen For⸗ 
meln in ($. 146 — 148), eben fo als fie fi) aus den 
in (9 unb 10) gegebenen Formeln finden. Setzt man 
z. B. m= — 1, fo ift 


iR . 2K f . EE IX T. 


. . N- 28 T N- f R. 1 
Wir haben bereits oben erwieſen, daß alle Glieder et: 
nes Bin. vom Exponenten — r, abwechſelnd — ı und 
T x ſind, nachdem die Zahl dieſer Glieder nach 
der fie gezählt werden, ungerade oder gerade ift. 
Ob nun ein Glied poſitiv oder negatio ift, ergiebt 
ſich aus der Formel von ſelbſt, die in Nichts von 
der oben gegebenen unterſchieden iſt, als das jedes 
Glied noch in einem Bin. Coeff. der (— 1) ten Po: 
tenz, alſo in Eins multiplizirt, und hier nur bepbez 
halten wird, um dadurch die Zeichen der Glieder in 
jedem verlangten Fall beſtimmen zu koͤnnen. Da das 
Glied »R. 1 in keinen Bin. Coeff. der — Iten Poz 
tenz multiplizirt ift, fo hat es immer das Zeichen T, 
ſchreibt man nun die letzt gefundene Reihe umgekehrt, 
fo erhält man eine beftimmte Norm, deren Seis 
chen durch den Fortgang fich ebenfalls von ſelbſt erz 
giebt, nachdem nemlich die 1 in eine ungerade 
oder gerade Stelle fällt: 
Nemlich; 


eq —2 ET 
DIR = aR — nm + DR — N T og cm 
multiplizirt man diefe Gleichung mit + r fo erhalt 
2e — — 
AIR = N . N . N N R f f 
die 
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die Glieder dieſer letzteren Formel haben in derſelben 
Folge die nemlichen Zeichen, als die Formel in (9), 
und ift auch weſentlich dieſelbe, den »A; aB; ac. 
find in der Ordnung wie ſie hier ſtehen identiſch mit 


h 1-2) — 4) 
R, R, 95 U. E w. 


12. 


Wenn man in den Formeln O ſetzt, 
m o wird nA A 
m=I 2 nin. 28 
ma ; W206 SATZ. BT GC 
n=3 DA T3. BT 3. CT »2 
m4 E= ATA. B 6. „ 4.5» ToC. 


dieſe Formeln, findet Fiſcher $. 367. zwar nicht auf 
eine fo aͤußerſt leichte Art, aber fein Verfahren ift 
ihm gewiß eigen, und nirgends entlehnt ſo wie uͤber— 
haupt fein ganzes Werk, Theorie der Dimen 
ſions zeichen. 2 Theile in 4to. Halle 1792., 
überall Spuren eines geuͤbten mathematiſchen Scharf— 
ſinns und Genie zeigt, und wenn man frey von alle 
Partheylichkeit, alſo nicht etwa vorher wieder den 


Verfaſſer eingenommen ift, fo ift unverkennbar daß ` 


die ganze Theorie der Dimenſionszeichen fein 
Eigenthum iſt. — Nicht nur im aͤußern Bau der 
Zeichen weicht er von Hinden burg ab. — Nein was 
weſentlicher iſt — die Gruͤnde, der ganze Gang — 
Vortrag den er zum Theil hat nehmen muͤſſen, paßt 
nicht für die ich geſtehe es gerne weit vollfommenere 

: und 
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und fid ungleich weit verbieitender Hindenbuͤrgiſche 
Combinatoriſche Analytik — Ein Kopf wie Fiſcher 
haͤtte wenn er die Hindenbuͤrgiſche Comb. Analytik 
gekannt haͤtte, nie etwas unvollkommeneres liefern 
koͤnnen!) — Seine Schrift hat gleichwohl einen entz 
ſchiedenen Werth, die Analyſis endlicher Groͤßen iſt 
nicht allein dadurch erweitert, ſondern es moͤchte die 
beſte Vorbereitung zum Studiren der bis jetzt heraus 
gekommenen combinatoriſchen Schriften ſeyn, weil 
man ſich nun zur noͤthigen Uebung die Fiſcherſche 
Formeln, alle in Combinatoriſche uͤberſetzen kann — 
dieſen Dienſt hat es wie ich gerne dankbar geſtehe 
mir ſelbſt geleiſtet. — Aber eben dieſe ſo leichte Um— 
ſetzung der Dimenſtonszeichen in Combtnatoriſche, und 
umgekehrt, hat die meiſten Beurtheiler und namentz 
lich Hrn. Töpfer zu uͤbereilten, ungerechten und bitz 
tern Vorwuͤrfen verführt. — Um den weſentlichen Unter: 
ſchied und das Eigenthuͤmliche jeder Methode, gehoͤ⸗ 
rig zu wuͤrdigen, waͤhle man ein ſchwieriges Problem, 


` ` (te es nach beyder Methode auf, fo wird ſich zeigen 


daß der Gang der Aufloͤſung bey beyden durchaus 
verſchieden ift — das aber das Reſultat faſt ſelbſt 
der äußern Form nur nicht in Zeichen) einerley iſt 
kann entweder als zufaͤllig angeſehen werden, oder 
kann der Natur der mathematiſchen Unterſuchung ge— 
maͤß nicht anders ausfallen. 
; 32. 


5) Sein vortreflicher moraliſcher Caracter, den freylich 
nur die beurtheilen Fönnen, die das Glück haben, dies 
fen verehrungswürdigen Mann näher und genau zu Fens 
nen — bürgt für jede Anmaſſung fremden Eigenthums. 
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13. 
Es iſt ER 
A. my n9, mA ag, mE (RE: 
free be Ug US DM SE 
tm—(rfr); iR 

= zë nrm My 
E A 
Beweis. 


m fete in der Hauptreihe (S. 167. n "i 
ftatt y; » 72 204 bie Werthe 
m m$ m 
I, E ! E? DEEN m’ 


fo ift : 
m-r9f ^ Tm 
AAY E oan = FRE 
m—(r—Dn 2fm—{rfi SECH 
E Ze, 
" - N 35 AR 
m—(t—-2)g 3tm-(rtDg ; 
[AV y = deg" AE = S s ; 
m—(—3) 5 4m TF) | 
Ar ag” E D 
( m-(r—(n—1))9 aim) 
Di u DE. Lis 
Subſtituirt man diefe oed in der Formel 
—1 Doft E 


Any, y = Hay, WBT. . N y T. y 


(S. 177. $. 20.) oder 
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oder welches ene 


2 —In-—I n 
M ffr 423... xg y I. y 
fo erhält man den oben angegebenen Ausdruck. 


14. 
Es iſt 
„A. m-rA „B. m-r-195 ,nim-r-r$g 
VU quicum. SE meer. were 
m 
= TR 
Beweis. 


Man ſubſtituire in der Formel. 


n 

y= I . TAQ TBACyT — R. Ans, (S. 200.) 
die für y, Ay, Ay u. ſ. w. in (13) gefundenen 
Werthe, ſo ergiebt ſich obige Gleichung. 


15. 
Setzt man in (13), r= , fo if 
Y=—1, BS ht CS - 1; za u. f. w. 
wodurch man erhält: 
rk A. A T B. mD. F 1, mR es mR, 
wie wir bereits (S. 223. 4. Bew.) auf andern We⸗ 
gen gefunden haben. 


16. 
Es iſt : 
m m 

Ten a9[ 4 — Bd —— — . 6. 0 — I 

m — J m —2 1n — —n 

Y 

3 

en m-igr 
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Beweis. 
Man ſetze in (13), r = m — I, weil nun auch 
m mR m * 
ieee eee 


und N ift = 1; folglich die obige Gleichung idz 
tig. 


17. d 
Gs ift 
säi B I AE do di; 
tfwiuwo LE 
Beweis. 
Setzt man in (13) ; m = — rz, fo entftehet hier 


die erſte Hälfte der Gleichung, und aus der oten 
t n-r-23 / 
Hälfte in (13) wird + — * — und dieſes iſt nach 


(16. Bew.) eweg 


1 — =n 


hebes Theorie der Beni 
Analytik. 


OR 
Wer fid) überwinden wird, daß folgende mit einis : 

ger Aufmerkſamkeit durchzugehen, dem wird bie bata 
auf verwendete Zeit, gewiß nie gereuen koͤnnen — 
er wird, (wenn er der Mann iſt der entſcheiden darf 
alsdann ſicherlicher die Hindenburgiſche Erfin- 
dung 
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dung, eine der erſten Stellen, unter den Merkwuͤr⸗ 
digen Erfindungen unſers Zeitalters einraͤumen. Mit 
Herrn Toͤpfer darf man dreiſt behaupten, daß durch 
dieſe wichtige Erfindung, das Grundgebiete der Ana— 
lyſis beträchtlich erweitert, die Priorität derſelben 
hoͤher geſtellt, die Allgemeinheit der Aufgaben, ſelbſt 
in den verwickelſten Fällen, aufs hoͤchſte getrieben, 
und die Formeln für ihre auch noch fo febr zuſam⸗ 
mengeſetzten Reſultate, mit der moͤglichſten ſimplizi— 
tüt, in Abſicht auf Ausdruck und Anordnung, Dar⸗ 
ſtellung und Entwickelung, vereinbart — eine Erfine 
dung, welche in der Folge nicht weniger interreſſant 
und weiter ausſehende Stoffe ihrer Art zum Nadz 
denken in Umlauf bringen wird, als das Kantiſche 
Meiſterwerk des Tiefſinns. 
2. 

Ich werde hier die Theorie der comb. Analytik, 
nicht in ihrem ganzen Umfange, vortragen — dazu 
iſt mir der Raum hier viel zu beſchraͤnkt — aber 
auch das wenige was ich hier mittheilen will, und 
was ich nach meine Art gebe, iſt gewiß fuͤr ieden 
Mathematikverſtaͤndigen hoͤchſt wichtig — Mein Urtheil 
über den Werth der comb. Analytik, ift um fo un: 
partheiiſcher, da ich ſelbſt ehe ich die weit vortrefli— 
chere Methode des Hrn. Prof. Hind. kannte z. B. 
bey dem allgemeinen Productenproblem auf 
manche kurze und leichte Darſtellung gerathen war, 
die in beſondern Faͤllen an Leichtigkeit und geſchwin⸗ 
der Darſtellung, gefoderter Glieder außer der Ord— 


nung und independent, der Hindenbuͤrgiſchen Metho- 
i o be 
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de nichts nachzugeben ſchienen. Aber fehe gerne gr: ` 
ſtehe ich daß mein Algorithmus, wie ich jetzt mit 

völliger Ueberzeugung einſehe durchaus nicht wiſſen⸗ 

ſchaftlich war, und daher dem Hindenburgiſchen weit 

nachſtehet. Ich werde ihm alſo gewiß nie beſchreiben 

da ich ſelbſt jetzt überall bey meinen mathematiſchen 

Unterſuchungen mich ganz der Hindenbuͤrgiſchen Zeis 

chen bediene. 


Rein - combinatorifche Darſtellungen von Permu⸗ 
tationen, Combinationen und Variationen ge⸗ 
gebener Dinge. 


2 

Die Bedeutung ber Wörter: Permutationen, 
Combinationen mit und ohne Wiederho— 
lung, Variationen, habe ich in m. Ausg. von 
Cut. Alg. 1 Th. S. 198. ꝛc. gegeben, unb ich erfuhe _ 
dem Leſer ſich das dort Geſagte vorher gehoͤrig be— 
kannt zu machen. Folgende Erklärungen füge ich 
hinzu. i 


4. 

Die zum Variiren, Permutiren oder Combini⸗ 
ven gegebenen Dinge werden, wie fonft ſchon ges 
braͤuchlich, nach der Folge 

der Zahlen I, 2, 3, 4, 5, 6, 7 

oder der Buchſtaben 2, b, e, d, e, f, S 
dargeſtellt. Das erſte geſchieht nach Leibnitzens Bey 
ſpiele, und ift in gewiſſen Ruͤckſichten fer oortfeila - 
haft, dennoch aber, bey Gombinationen und Bartaz 
tionen, 
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tionen, die ſich nicht auf beftimmte Zahlen oder 
Summen beziehen, nicht ſchlechterdings nothwendig. 
Zahlen und Buchſtaben, wie hier ſteht, mit einander 
verbunden, werden immer als Zeiger (index) zu 
den Formeln geſetzt, in denen combinatoriſche Zeichen 
vorkommen, um nachzuweiſen, worauf die Zahlen, 
dieſer Zeichen ſich beziehen. Nicht ſelten iſt der 


Zeiger 
e 2, 3, 4, 5, — 
t b, o, d, e, f, S 


oder anders. 


5. 

Die einzelnen Species oder Formen von Combi⸗ 
nationen oder Variationen gegebener Dinge, werden 
mit einem gemeinſchaftlichen Namen Complep io⸗ 
nen genannt. 3. B. alle mögliche Anden der drep 
Dinge b, c unb d, wenn „ Wicderholungen verſtattet 
werden ſin d: 

bb, 585 bd, cc, cd, dd, 

jede dieſer einzelne Verbindung zu zwey ober Ambe 
heißt nun eine Complexion, da man die zu comz 
binirende Dinge entweder durch Buchſtaben oder 
Zahlen vorſtellt, fo hat man Buchſtaben- und Zah⸗ 
len⸗Complexionen. Die hier den Buchſtaben-Com⸗ 
plexionen nach dem aten Zeiger in (4) entfprechen: 
den Zahlen-Complexionen ſind in eben der Ordnung 
folgende, xr, 12, 13, 22, 23, 335 

Wären keine Wiederholungen verſtattet, fo find 
nur 3 Complex. möglich, nemlich 

j be, 
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be, bd, ed, Buchſt. Complex. 

12, 13, 23, Zahlen = - 
Unter jenen Zahlen-Complex. mit Wiederholungen, 
ſind welche deren Zifferſumme gleich groß iſt, als: 
13, 22; deren Zifferſumme 4 beträgt: In der comb. 
Analytik, iſt es oͤfters noͤthig Complexionen zu bez 
ſtimmten Zahlen oder Summen (numeri. dati. f. 
propofiti.) darzuſtellen; ſieht man nicht auf der Bife 
ferſumme, fo hat man Complex. ſchlechthin (Gm- 
pliciter). É i 
Man wird hieraus fon abnehmen, was man 
unter; Combinationen oder Variationen an fidh; (fim- 
pliciter), oder nach beſtimmten Summen, zu 
verſtehen hat. l 


6. 


Gutgeordnete Complepionen (rite ordina- 
tae) find, in denen Buchft. oder Zahlen, fo auf ein⸗ 
ander folgen, daß nie ein früherer Buchſtabe auf eiz 
nen fpätern, eine kleinere Zahl auf eine größere 
folgt. Sie find bie Repräfentanten und Stell⸗ 
vertreter aller übrigen Gompler., die mit ihnen 
einerley und gleichviel Buchſtaben oder Ziffern haben. 
Dergleichen koͤnnen nur durchaus bey Comb. vorkom⸗ 
men, nicht aber bey Variationen, bey denen man 
alle moͤgliche Verbindungen zugleich mit allen moͤgli⸗ 
chen Verſetzungen der gegebenen Dinge verlangt. 


7. 
Diefe Complexionen werden nach Claſſen geord: 
net. Die rte Claſſe machen die gegebene Dinge 
ſelbſt, 
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ſelbſt als Unionen; aus; zur zweyten Claſſe werden 
die zweybuchſtaͤbigen oder zweyzahligen Complex., als 
Binionen, zur dritten die dreybuchſtaͤbigen oder 
dreyzahligen Complex., als Ternionen; u. f. w. 
die 4, 5, 6, u. ſ. w. buchſtaͤbigen oder zahligen Com⸗ 
plexionen, fuͤr die folgenden Claſſen nach der Ord⸗ 
nung, gerechnet. e 


8. 


Alle Elaffen mëtten gut geordnet ſeyn, Cri 
te ordinatae) d. h. ihre Complex. (wenn man die darz 
innen vorkommende Zahlen, als Grundzeichen oder 
bloße Ziffern, u. ſo die ganze Complex. als eine aus 
dieſen Ziffern beſtehende Zahl anſieht) müffen fo auf 
einander folgen, wie Zahlen wachſen; es muß nie 
eine kleinere Complexion, als Zahl, auf eine groͤßere 
folgen. Bey den Comb. muͤſſen alſo beyde, ſowohl 
Complex. als die Claſſen gut geordnet ſeyn; bey den 
Variationen kann das nur bey den Claſſen Dart finz 
den, und die Folge ihrer Complex. dadurch beſtimmt 
werden. 

2 A 

9. 

Alle Complex. einer Gfaffe werden zu einer Ord⸗ 
nung gerechnet, wenn ſie mit einem und demſel⸗ 
ben Elemente anfangen. So gehoͤren aaa, aab, aac, 

Date zu einer Ordnung, und eben fo bbbb, bbbe; 
bbcd) bede ` jene zur Ordnung a der dritten, biefe 
zur Ordnung b der vierten Combinationsklaſſe. 
(Nov. Syſt. Perm, p. VIII, a0). 


7 


A 


* 
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10. 


Oft iſt es bey Comb. noͤthig, zu wiſſen, wie 
viel verſchiedene Complex. derſelben, nur aber verz 
ſetzten Buchſt. oder Zahlen, es giebt, wie fie eine 
gutgeordnete Complex., als Stellvertreterinn aller 
übrigen, enthält. Das zeigt bie Verſetzungszaht 
(numerus permutationum) oder der Polynomial⸗ 
coeffizient an; welche Zahl man alſo auf den 
Fall der Gomplerion verſetzen muß. (Eul. Als. 1 Th. 
S. 209). 


XI. 


Rein- combinatoriſch heißt nach Herr Hinz 
denburg das Verfahren, wenn die dabey vorkommen⸗ 
de Veranderungen, 1) durch bloßes Anſetzen 
oder Beyfügen 2) durch bloßes Wegnehmen 
oder Abſondern. z) durch bloße Aus- ober Um: 
tauſchung gewiſſer, fo wie durch bloßer beſt im m⸗ 
ter Anordnung der uͤbrigen Elemente, gemacht 
werden. Sie unterſcheidet ſich von der gemiſchten, 
bey der oͤfters, (wenn gleich leichte) e vor⸗ 
kommen. 


12. 


Trift man bey der wirklichen Darſtellung der zu 
machenden Comb. Arbeit, eine ſolche geſchickte Anordr 
nung, daß man durch gerade, horizontale und verti— 
kale, Linien, leicht jede niedere Claſſe abſondern 
kann, fo wie folgende Claſſen durch bloß es Qu: 
ſetzen an die vorhergehenden, ſogleich darzu— 

ſtellen 
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ſtellen vermag, ſo nennt man dieſes Verſahren 
Combinatoriſche Involutionen (Involutienes 
combinatoriae). Die durch ſolches Verfahren betoirfs 
ten Darſtellungen ſelbſt, werden häufig, In volutio⸗ 
nen oder Evolutionen (beſondere Involutionen) 
genannt. . 


13. 
Zur Erläuterung von (12) will ich folgendes Bep⸗ 
ſpiel deutlich auseinander ſetzen. 
In Eulers Einl. zur Anal. des Unendlichen per 
Th. $. 360., werden von den continuirlichen Bruche. 


folgende Werthe angegeben. 
ab T4. abc T sa t e abcd T gad T «cd T yab tay 
Cb ? heite" dad T zd f — 
Ohne den Werth diefer 3 Brüche im geringften 
zu faden, fete ich die im Zähler und Nenner vorz 
kommende Produkte, und auch die Buchſtaben Dieter 
Produkte in folgender Ordnung 
ab Le abc f « T as abcd t «cd Fald Faby f «y 
Cer he uk s). wed ed een 
ich füge hiezu den auf dieſen 3 Brüchen, unmittelbar 
folgenden aten Bruch, ordne aber die Buchſtaben 
und Produkte gleich ſo wie ſie meiner gegenwaͤrtigen 
Abſicht dienlich ſind. 
T SEH abede 


GK CNS: FT 
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abcde T «cde + agde + abye T aye T abc? Fach Fand 

bede T sde + bye T bc? T gò "A aor. 
Ob Produkte neben oder unter einander fteben, An: 
dert ihren Werth nicht, man ſchreibe alſo die partial 
Produkte, des Zählers und Renners des Aten Bruchs 
jeden beſonders in ihrer Ordnung unter einander ſo, 
daß ihre Endbuchſtaben in einer geraden Linie zu ſte⸗ 
hen kommen, ſo erhaͤlt man a ! 
Zähler des aten Bruchs Nenner des aten Bruchs 


a ble dl eh. zn un 
Si Eu fen E E Slab ef. 
a aldi el s- Ei $ 
4 b E E PAN MEES 
a yjel ++ _ B. E 
— — - — — * — y＋wꝓaXƷũ! 
a b.c 1 PNIS 
e c H- A m 
"a 8 353 
———— 


Die hier durch die eingeſchriebenen Winkel abge⸗ 
ſchnittenen Theile, (Evolutionen) geben ſogleich die 
Zähler und Nenner der vorhergehenden Brüche, auf 
eine fo leichte Art, daß eine ſolche involutoriſche 
Darſtellung gewiß jeden, der Sinn fuͤr dergleichen 
Unterſuchungen hat, ganz in Begeiſterung ſetzen muß 
zumal wenn er erft die Folgen uͤberſieht, die diefe 
Involutionen im ganzen Gebiet der Analyſis haben 

Ferner überfieht man ſchon aus dem hier mitge⸗ 
theilten, daß bey der aufgeſtellten Involution, nicht 
mehr Buchſtaben geſchrieben werden, als gerade nur 
zu dem größten unter den darzuſtellenden Bruͤchen 
nöthig find, alle kleinere Brüche, find mit dieſem zuz 

& gleich 
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gleich dargeſtellt. Man denke ſich die Arbeit, wenn 
man nach Euler, Lambert oder Lagrange, nur 
ben aoften Bruch in feiner Ordnung, wozu jene die 
4 erſten ſind, darſtellen ſoll — Nach ihnen kann es 
nicht anders geſchehen, als man muß alle vorherges 
hende wiſſen — aber nach der hier gezeigten Darſtellung 
kann ſolches independent geſchehen, dabey wird wie 
ſchon erinnert nicht ein Jota mehr geſchrieben, als 
durchaus noͤthig ift nur den gefoderten 2often. Bruch 
darzuſtellen, daß die vorhergehenden 19 Bruͤche zu⸗ 
gleich mit conſtruirt find, ift eine Vollkommen⸗ 
heit dieſer Methode mehr — Es würde an dieſem 
Orte noch unverſtaͤndlich ſeyn, mehr hier davon bey— 
zu bringen — Ich begnuͤge mich alfo an dieſem Beys 
ſpiele gezeigt zu haben, daß die combinatoriſche Ana⸗ 
lytik hier bey den continuirlichen Bruͤchen etwas lei— 
ſtet, was die feinſten Kunſtgriffe der Analyſis, bey 
aller Bemuͤhung eines Eulers und Lag range bis⸗ 
her nicht zu leiſten vermochte. Wie nahe waren Ber— 
nouilli und Lambert und Euler dieſer Erfindung? 
es bedurfte, wie man ſiehet nur einer zweckmaͤ⸗ 
ßigen Anordnung der Produkte und Buchſtaben, und 
die ganze Involution liegt vor Augen. — Eben dieſe 
erſtaunliche Leichtigkeit erhoͤhet den Werth der Hin- 
denburgiſchen Erfindung ungemein. 
| 14. 
Die Zeichen bie Herr Hindenburg bep feiner 
Theorie eingeführt hat, find Lokalzeichen, com: 
binatoriſche und andere. Von ben Lokalzeichen 
ſind in unſern vorhergehenden Abhandlungen bereits 
ei⸗ 
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einige erklart, und wie ich hoffe zeigen diefe Abhand⸗ 
lungen genugſam, wie vortheilhaft der Gebrauch die— 
fer Zeichen überall in der Analyſis ift. Daher foll 
ten billig alle Analyſten ſich kuͤnftig dieſer Zeichen 
bedienen, ſo wuͤrde doch wenigſtens der Anfang zur 
Einführung einer unveränderlihen und zweck- 
mäßigen Bezeichnung gemacht — Sind wir 
Deutſche dieſes nicht ſelbſt, dem verehrungswuͤrdigen 
Erfinder ſchuldig? — = e 

Einige der combinatoriſchen Zeichen, will ich hier 
vorläufig mittheilen, andere werden beſſer, wenn ſie 
vorkommen erklaͤrt. 

L die Zeichen für die Glaffen nach der Orb; 
nung, find für die Combinationen an fid 
(fimpliciter) 

BT D., R N 

wo N nicht etwa die fo vielſte Claſſe bedeutet, 
als der fo vielſte Buchſtabe fie im Alphabeth iſt 
ſondern, unter der hier gezeichneten Figur zeigt 
fie überhaupt die ate Glaffe an. „) Noch erinnere ich 
daß jede Complexion in einer Claſſe aus jo viel Erez 
menten beſtehen muß, als die Zahl der Claſſe, 
mithin der dieſer Elaffe bezeichnende Buchſtabe 
anzeigt. TR 

11. Die Zeichen für die Claſſen nach der Ord⸗ 
nung, ſind fuͤr Variationen an ſich: i 

ʻA; B; 'C; 'D; "E bé CR N 
wo ^N wiederum die allgemeine nte Claſſe anzeigt. 
y e III. 

) Eigentlich ſollte hier nach Hindenbung eine Art gez 

ſchriebener Buchſtaben ſtehn, allein da er in der Dru⸗ 


ckerey fehlt jo hat man das N beyhehalten / dieſes gilt 
auch bey den Varfationen. : 
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ur Fuͤr Claſſen zu beſtimmten Zahlen n, m, oder 

Summen 

Fuͤr Combinationen: 

uk, ng, C, 19 . . . "M 
eM, bedeutet die allgemeine mte Claſſe zur Sum⸗ 
me n; b. h. wenn die in derſmten Claſſe ſtehenden 
Dinge mit dem im Zeiger ihnen correſpondirenden 
Zahlen, bezeichnet werden, ſo ſollen die Summen 
dieſer Zahlen in jeder Complexion der mten 
Claſſe, alle einander gleich ſeyn, und n Einheis 
ten betragen. 
Kür Variationen zu RE gn Sum 

men m 

m4, mb we, W.. . . MN, 

iv. Zahlen, neben den Claſſenbuchſtaben, rechter 
Hand, zeigen einzelne Complepionen der Claſ⸗ 
fen nach ihrer Ordnung an: 

fA35 EG; r. PIOS n 
und ſo auch bey den Variationsclaſſen. 

v. Remlich "Hn, bedeutet die nte Complexion der 
gten Combinationsclaſſe zur Summe r. 
Werden die zu combinirenden Dinge aus meh⸗ 
reren Reihen r, p, q s u. f. w. genommen, fo 
werden die combinatoriſchen Darſtellungen, fo gez 
macht, daß immer die Clemente jeder Reihe -gez 
gebener Dinge in eine beſtimmte Berticalrei- 
he zu fteben kommen. 

; Z. B. die Elemente von p in die erſte, 


eg mu — — 4 — zweyte 
— ege e — — To — dritte 
[VE ca ill 


u. . w. von der Rechten nach der Linken. 
; Da⸗ 
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Damit man nun gleich ſieht, auf welche 
Reihe ſich jedes Claſſenzeichen bezieht und in 
welcher Ordnung: fo ſetzt man die Reihenex⸗ 
ponenten, p, 9 1 s.. in beſtimmter Ords 
nung gleich ds bie Claſſenbuchſtaben. 


qp rqp srqp . rp 
3. B. Dé np, 10, aY ae aM 


Hier bedeutet der letzte Buchſtabe die mte Varia⸗ 
tionsclaſſe zu Summe n, aus den Elementen, 
der Reihenexponenten p, q; r, s.. . unb zwar 
die Elemente neben einander in vertikal Reihen 
ſo geſtellt, wie kurz vorher geſagt iſt. 
VL Die einzelnen Complepionen der Claſſen, mit 
ihren Verſetzungszahlen, oder Polyn o⸗ 
mialcoeffizienten, anzudeuten, werden den 
großen lateiniſchen Claſſenbuchſtaben die kleinen 
gleichnamigen deutſchen Buchſtaben vorgeſetzt: 
aA, DB, “C, b/D, , oder ana, bag, eng, do... nr 
Es bedeutet nemlich, nrN, fo viel als die nte 
Combinationseclaſſe zur Summe r, mit der zu jez 
der ihrer Complexion gehoͤrigen Verſetzungszahl. 
vn. Oft kommen die in I bis Vibeſchriebenen Zei⸗ 
chen, zuſammen, wie \ 
mA. a ATB. bB TC. e.. FR. nN 
oder mA. ana m B. bug F mE. cu... F mR. nad 
Deren Werthe durch die bepgefügten Zeiger 


(1: te etd) neo zen 


Regeln unb conftuirten 2 ſogleich entwickelt 

. unb dargeſtellt, auch in Lokalausdruͤcke 
vin... alem (durch welche man ſtatt ber Glie⸗ 
der Dë nur ihre Stellen angiebt) und umge⸗ 
kehrt 


L 
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kehrt verwandelt werden koͤnnen. Von ſolchen 


Lokalausdruͤcken und ihren Werthen (Nov, Syft. 


Comb. p. LI. LIII.). Es beſtehet nemlich ein 
Glied jener Reihen wie WANN, aus bem m 
oder ntén Binomialcoeffizient der mten Potenz, 
aus m oder der Verſetzungszahl jeder einzelnen 


Complexion der nten Claſſe und endlich aus ad, 


ober die nte Combinationsclaſſe zur Summe n. 
3. B. mA. a ATB. bB TC. c 
$e 3 2 
abc 
a ift, da ein einzel: 
nes Ding keine Ver⸗ 


hier it Ars zoder e; ſetzungen zuläßt, imz 


D 


vill. Die Diſtanzerponenten, die als Zahlen 


‘B= 12 oder ab mer 1. Da ab oder 12, 
0 III oder aaa die Verſetzungba oder 
an a1 zulaſſen, fo ift hier 
bea; bey’C findet, da 
B. b'5 B. aab alle Elemente gleich 
C. c nE. a“ ſind keine Verſetzung 

ſtatt, alſo iſt hier 


Cc E, 


demnach mA. a AA. e 


[ 


uͤber die Buchſtaben geſchrieben werden, dienen 


dazu, um durch ihre Bephuͤlfe gleichnamige Zei⸗ 
chen, wie fie 1 bis VII vorkommen, durch einan⸗ 


der auszudruͤcken, vorhergehende durch folgende 


und umgekehrt, beſtimmte durch unbeſtimmte und 
wechſelsweiſe. . 


Ix. Werden bey den Involutionen die Elemente ſo 


geſtellt, daß fie wie Woͤrter in alphabethiſcher 
$ Ord⸗ 
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Ordnung, vor oder ruͤckwarts gelefen, auf einans 
der folgen, fo heißt dieſes die lexikographi⸗ 
ſche oder alphabethiſche Fortſchreitung — 
Der Gebrauch dieſer lexikographiſchen Ans 
ordnungen, iſt in der Analyſis ſehr wichtig. 
Das Verfahren, nach welchem hierbey die ge— 
ſuchten Complexionen, durch Zuſammenſetzung 
oder Abſonderung ihrer Elemente, in Horizons 
taler, vertikaler oder aus beyden gemiſch— 
ter Richtung, ſich ergeben verſtattet immer, ein 
ſolches Verbindungsgeſetz auszuwaͤhlen, welches 
das geſuchte Reſultat leichter und geſchwin⸗ 
der herbeyfuͤhrt, als auf keinem andern Wege 
durch kein anderes Verfahren, moͤglich iſt. 
Involutariſche Darſtellungen, werden 
von andern combinatoriſchen durch J, Z unterfchies 
ſchieden; jenes fuͤr Combinationen dieſes fuͤr Va⸗ 
riationen — die lexikographiſchen Darſtel⸗ 
lungen, erhalten zu ihrer und zur Bezeichnung 
der Claſſen 
für Combinationen J, „As IB, CO. 


für Variationen , A, B, C... ) 
Wem hier noch nicht alles bis zum hoͤchſten 
Grad, verftändlich ift, der wird im folgenden voͤl⸗ 
befriediget werden. 
Ver⸗ 


TR 


). I deuten nemlich lexikographiſche. Juvolutionen 
A An. 
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V 


Verſetzungen. (Permutationes). 


15. 
Aufgabe 


Gegebene Dinge oder Elemente 
: F 
a b, ge ee DS 
auf alle mögliche Arten zu verſetzen. 

Erſte Aufloͤſung. Aus der Anfangscomplexion 
abcde.,. oder 12345... für n Dinge, fuhe man die 
naͤchſt folgende Höhere * unb aus dieſer wieder die 
naͤchſthoͤhere (immer aus demſelben und gleich: 
vielen Elementen beſtehende) Complexion, u. ſ. fort, 
nach folgender Regel. 

J. Man ſuche von der Rechten nach der Linken 
zu, das erſte Element, das als ein niedrigeres oder 
kleineres, auf ein hoͤheres oder groͤßeres ſolgt; 

It. Zu dieſem niedrigern fuhe man, aus denen 
die ihm zur Rechten ſtehen, das naͤchſt hoͤhere; 

Hr Man fege dieſes höhere Element (ID) in die 
Stelle des niedrigern (D behalte die Elemente zur 
Linken (wenn dergleichen vorhanden find) unveraͤn⸗ 
dert bey, und ſchreibe das niedrigere mit den uͤbri— 
gen, gut geordnet, von der Linken nach der Red: 
ten zuz 

w. Die Complexion, auf welche man bie Horz 
chriften (J, IL, HO nicht weiter anwenden kann, ift 
alsdann die letzte. 2 

16. 


) Höhere oder niedrigere Complexionen find hier mit grös 
tern oder kleinern Zahlen gleichgültig. 
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Beyſpiel. Auf 123456 ferner 124563 
folgt 123465 A 124635 

und darauf 123546 = 124653 

unb dann 123564 2 125346 

ferner 123645 = 125364 
2 123654 2 128436 

2 124356 > 125463 


e 124365 2 125634 
e 124536 = 125643 
MI f sins 


bis man auf die letzte Complexion 654321 verfällt, 
wo kein niedrigeres Element auf ein hoͤheres folgt. 
Die punctirten Buchſtaben find hier die beyden Ele⸗ 
mente ider Aufloͤſung (18. 1. IL) Da hier 6 vers 
ſchiedene Elemente zu verſetzen ſind, ſo geben dieſe 
1.2. 3... 6 520 verſchiedene Verſetzungen. Denkt 
man ſich unter jenen Zahlen die Augen von 6 Wuͤr⸗ 
feln, fo beträgt die Summe der Augen in jeder Com⸗ 
plexion 21; dieſe Summe kann daher mit 6 Wuͤrfeln 
auf 520 verſchiedene Arten geworfen werden. 

Wäre ſtatt der Zahlen-Complexion 123456; die 
Buchſtaben⸗Complexion, abcdef gegeben, fo ſtehen 
die aufeinander folgende Verſetzungen nach obiger Re⸗ 
gel fo: 


abcdef 
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abcd ef 
abc à f e 
abce df 
abe e £d 
abcf de ; 
abcfed 
u. ſ. w. 
Obgleich die Buchſtaben⸗Complexionen, ganz wie die 
Zahlen -Complexionen behandelt werden, fo wird 


doch faſt ein jeder die Behandlung der Zahlen leich⸗ 
ter finden, weil man das kleinere und nächft größere, 
überhaupt die ihrer Groͤße nach auf einander folgen— 
de Elemente, bey Zahlen weit geſchwinder als bey 
Buchſtaben uͤberſieht. Ich wuͤrde alſo hier, immer 
lieber gleich Anfangs, ſtatt der vorgegebenen Buch⸗ 
ſtaben⸗ Complexion, die nach dem Zeiger ihr ent⸗ 
ſprechende Zahlen -Complexion wählen, daraus die 
gefuchten Complexionen ſchaffen, und nachher wenn 
es noͤthig ift, alles in Buchſtaben uͤberſetzen. — Wez 
nigſtens iſt dieſes bey Complexionen welche aus viele 
Elemente beſtehen noͤthig. : 
ates Beyſpiel. Rach jener Regel (15). findet 
man auch die Verſetzungen von 11222 worin nicht 
alle Elemente verſchieden ſind nach der Ordnung. 


11222 CDS 


21212]22112|22211 


12122 12221 


Ans 
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Anmerkung. | 


Die Aufloͤſung (15) hat Hr. Hindenburg zuerft 
1784 in feiner Vorrede zu Rudig. Specim, anal. de lin, 
curv.fee. ord. p. XLVI, XLVII, beſchrieben. Hier wer⸗ 
den immer Complexionen aus Complerionen 
abgeleitet, jede naͤchſtfolgende aus der unmittel⸗ 
bar vorhergehenden, und umgekehrt, kann man 
auch z. B. aus ber Complexion 22271, ſogleich die 
naͤchſtfolgende niedere 22121 herleiten; aus dieſes wie⸗ 
derdie nächft niedere u. f. f. Gum Unterſchiede punce 
tire ich hier unterwaͤrts). — Das Verfahren iſt hier 
alſo dependent, aber ganz allgemein und hat etwas 
Abſolutes. Es iſt um ſo mehr zu empfehlen, da es 
die wenigſten Data erfordert, und man von jeder 
gegebenen Complexion, außer der Ordnung, foz 
gleich weiter fortgehen kann 

Bey den Verſetzungen iſt dieſes Verfahren rein 
combinatoriſch. Das iſt aber nicht immer der Fall 
bey andern Operationen, wo man dadurch zuweilen 
auf arithmetiſche Summen oder Ergaͤnzungen ge— 
führt wird, die für Buchſtaben-Complexionen nicht 
immer (wenigſtens nicht fo unmittelbar) die Bequemz 
lichkeit haben, wie fuͤr Zahlencomplexionen. 

Es ſoll daher hier eine ate Aufloͤſung gegeben 
werden, bey welcher Ordnnungen aus Ordnun⸗ 
gen, naͤchſtfolgende qus unmittelbar vorher⸗ 
gehenden, gefolgert werden; ein Verfahren, das 
fib durchgängig, auch bey ben übrigen hier aufzu- 
führenden Operationen, rein combinatoriſch beweiſen 
wird, eben ſo leicht iſt als jede andere Vorſchrift zu 

S s perz 
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permutiren, aber in der Anwendung und in ihren 
Folgen nuͤtzlicher als alle uͤbrigen. 


17. 


Zweite Aufloͤſung. Der Gang des Verfah—⸗ 
rens bey folgenden beſtimmten Fall iſt wie man ſo⸗ 
gleich wahrnimmt allgemein (Inf. Dignit. p. 78. not.) 
In ber Aufloͤſung, werden hier immer nut die Buch- 
ſtaben genannt werden, weil man ſich die entfpres 
: d Zahlen leicht denken kann. 
Gegebene Elemente 


1, 2, 3, 4, 
SR d ; 


1234 abed|2134  bacd|3124 cabd 4/1 23, dſa be 
1243 abde|2143. badc[3142 cadb 4/1 3 2 djach 
1324 acbd|2314: bead 3214  cbad|4|a 13 dibac 


1342 acdb|2341 bedaſ 3241 cbda z 3 1. dſbea 
1423 adbc 2413. bdacj3412  cdab|4 312 d ch b 
1432 adcb|2431 . bdca|3421 . cdba|4 30211 alelbfa 
I. Man ſetze, wie hier zur Seite, das Element 
d als einzelnes Ding 
1 dE? a bj cld 


12443 alblde 
113 24 alebd 
113 42 alco dh 
142 3 2 be 


114 32 da ch 
u. Dem à ſetze man das naͤchſt vorhergehende 
Element c vor; das giebt cd, die Ordnung e aus 
zwey Dingen ed, Aus der Ordnung c findet man die 
fol⸗ 
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folgende Ordnung d, wenn man e und d gegen eins 
ander umtauſcht. Das giebt zuſammen cd und de, 
die beyden Verſetzungen zweyer Dinge e, d. 

III. Den einzelnen Complexionen ed und de in II 
ſetze man b vor. Das giebt die Ordnung b, aus 
welcher man die Ordnung c, und aus dieſer wieder 
die Ordnung d findet, wenn man, im erſten Fall 
b, e mit c,b, im zweyten cd mit de verwechſelt, und 
die fo abgeleiteten Complexionen unter einander 
ſchreibt. Das giebt zuſammen bed, bde, cdb, dbe, deb, 
die ſechs Verſetzungen von drey Dingen b, e, d. 

IV. Den einzelnen Complexionen in III fege man 
a vor. Das giebt die Ordnung a von vier Dingen 
a b, c, d. Aus der Ordnung a findet man die Ord⸗ 
nung b, und aus dieſer die Ordnung c, und aus die⸗ 
ſer die Ordnung 4, durch ſucceſſive Vertauſchung der 
Buchſtaben ab mit b, a und be mit cb und e, d mit 
d,c und dadurch alle 24 Verſetzungen von 4 Dingen 
a, b, ,d wie oben ſtehen, wo aber die Ordnungen (nach 
IV) nicht unter, ſondern neben einander geſetzt mors 
den ſind. f . 

Eben fo verfährt man bey mehr gegebenen Dinz 
gen und mehreren Ordnungen derſelben. Zugleich erz 
hellet, daß ſoviel verſchiedene Ordnungen ſtatt finden 
als Elemente gegeben ſind, und daß jede Ordnung, 
gleich viel Complexionen hat, vorausgeſetzt, daß 
alle Elemente verſchieden ſind, denn ſonſt hat die 
Ordnung desjenigen Elements, welches am dfterſten 


in der Reihe der gegebenen vorkoͤmmt, die meiſten 
Complexionen. 


i8. 
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18. 


Das oben in 17 und neben H beygefügte Sche⸗ 
ma der Ordnung 4 unb 1 ober d und a, zeigt durch 
die eingezogenen Winkel, daß dieſe Aufloͤſung zu den 
involutoriſchen gehöre. Dieſe Involution für vier 
Dinge enthält nemlich zugleich folgende Evolutionen 


erh niedrigere Involutionen) für ein Ding 


d oder a; für zwey Dinge ed oder a, b; fuͤr d rey 


Dinge b, e, d oder a, b, e. Die Complexionen gehen 


hier unter ſich wie wachſende Zahlen fort, und ſind 
zugleich lexikographiſch; daher kann man auch folgen⸗ 
de Regel der Verſetzung von n Dingen geben. 


„Man ſetze fuͤr n Dinge & b, ej d, e, f. die Zif⸗ 
„fern oder Elemente 1, 2, 3, 4, 5, 6... Schreibe die 
„niedrigſte nzifrige Complexion 12345 6 und 
Halle gleichvielziffrigte ſueceſſive höhere Complexionen, 


„nach der Ordnung, bis zur hoͤchſten . . 654321, 
„die ſich aus den gegebenen Elementen (ohne eins 


„mehr als einmal zu ſetzen) ſchreiben lafen: fo hat 
„man alle mögliche Verſetzungen der gegebenen nDin- 


„gen in Ziffern, und dadurch auch in Buchftaben 
„(Nov. Syſt. Perm, p. XVII. XVIII.)“. 


Daraus fließt, theils unmittelbar, theils durch eine 
leichte Folge: 


4) Die Regel, folgende pki aus 


unmittelbar vorhergehenden abzuleiten. wie 


dazu die erſte Auflöfung (15) Anweiſung giebt. 


. B) Die Formel 1.2.3.4 für die Anzahl 
der Verſetzungen von e Dingen, 


v) Die 


l 
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y) Die Beantwortung ber Fragen: bie wieviel⸗ 
fte eine gegebene Complexion. Z. B. 3412 oder dab 
in dieſer Ordnung ſey, und wie eine durch ihre 
Ordnungszahl angegebene, z. i» bie Se Co m⸗ 
plexion ausſehe? 

Das alles läßt fich auf dem Wege der Involu⸗ 
tion leichter, als auf andern Wegen, finden und 
beantworten. 


19. 

Anmerkung. 
Andere Regeln zu permutiren hat ehemals ſelbſt 

Hr. Hindenburg in ſeinen Schriften gegeben. Herr 
Profeſſor Kluͤgel, giebt in der 1796 von Hinden⸗ 
burg herausgegebene Schrift der polynomiſche 
Lehrſatz, S. 53. ein anderes gleichfalls involutori⸗ 
ſches Verfahren. — Herr Profeſſor Burja giebt in 
feinen Algebraiſten ıfter Theil Seite 6, 7, 8, u. 9, 
zweyerley Aufloͤſungen, davon die erſte die Comple— 
tionen gerade fo wie unfere ate Aufldfung giebt — 
In Roſenthals Math. Eneyklopaͤdie, ift das 
Burjaſche Verfahren abgeſchrieben, ohne Herrn Hurja 
zu erwaͤhnen. — Mehrere Stellen der Burjaſchen 
Werke und auch Werke von andern Mathematikern 
find auf fol, ` Art von Hr. Roſenthal benutzt mer: 
den. Herr Hurja nennt die Permutationen, auch 
vollſtändige Verwechslungen, (combinaifons 
totales) die Anordnung die M ichelſ en im aten 
Theile ſeiner politiſchen Rechenkunſt Seite 19. aufge⸗ 
ſtellt, giebt die Complexionen, auch wie hier, und ſo 
findet man dieſes bey mehrere Schriftſteller, abet 
keiner 
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keiner hat die Involutionen wahrgenommen — 
keiner hat ſo leichte zu befolgende Vorſchriften gege⸗ 
ben — keiner hat ſo gluͤckliche Anwendungen gemacht 
als Hindenburg. i 


Variationen uberhaupt mit Wiederholungen. 
(Variationes fimpliciter, admiſſis repetitionibus) 
20. ! 
(Aufgabe. Gegebene Dinge oder Element 
C: EEE E VE Wo. A 
abcdefg... 
zu variiren, oder auf alle moͤgliche Arten zu zwey, 


drey, vier u. f. w. in gut geordnete Claſſen ufam 
menzuſtellen: 


I 
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SR) (ei. 
IA a b c d af ajaja- 
aa ab ac’ ad af af af b 
IB ba bb bc bd alalale 
ed "cb "tc ed alalb a 
da db. de dd u. af af b b 
maa aab aac aad aj alb e 
E z z D ala c. 
ada adb ade add aA „ b 
baa bab bac bad | ame HS 
z z Z D . 4 5 
IC bda bdb bdc bdd af b 2 b 
caa cab cac cad n 
Z 2 z D $ z 
cda cdb cdc cdd 'al b- c 
daa dab dac dad alc a a 
\ 4 mul c a b 
.. dda ddb dde ddd d; 2 
aaaa aaab aac aaad ale e S 
D u. ſ. w. w. b a a.a 
b a a b 
b a a 6 
u. ſ. w. 


Erſte Aufldfung. I Die gegebenen Elemente 
a,b,c,d fepe man, als einzelne Dinge (Uniones), in 
die erſte Claſſe A. l l i 

II. Den einzelnen Unionen in ^4 fege man erft a 
dann b, bann c, bann d vor. Das giebt zuſammen 
alle Binionen der zweyten Claſſe B. 

III. Den einzelnen Binionen ín ^B fee man mie 
der erft a, dann b, dann c, dann d vor. Das giebt 
zuſammen alle Ternionen der dritten Claſſe ^C. 

; R Iv. 


* 
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IV. Eben fo erhält man, durch ſucceſſives Vorſe⸗ 
gen der einzelnen Elemente a, b, c, d, vor alle Terz 
nionen in ^C, die Quaternionen der vierten Claſſe ^D, 
vor alle Quaternionen in D, die Quinionen der fuͤnf⸗ 
ten Claſſe E, u. f. w. alle übrige Variationscomple⸗ 
tionen der folgenden, aus den unmittelbar vorherge⸗ 
henden, Claſſen. 

Zweyte Aufloͤſung. I. Die gegebenen einzel⸗ 
nen Elemente a, b, e, d (gleichſam als fo viel einzelne 
Ordnungen) ſetze man in bie erſte Claſſe ^A. 

II. Den Unionen in ^4 ſetze man ſaͤmmtlich das 
Element a vor. Das giebt die Oednung a; aus mel- 
cher man durch Umtauſchung des vorgeſetzten a mit 
b, die Ordnung c; und daraus weiter, durch Um: 
tauſchung des vorgeſetzten b mit c, die Ordnung c; 
und daraus weiter durch Umtauſchung der vorgeſetz⸗ 
ten e mit d, die Ordnung d der Binionen der zwey— 
ten Claſſe ^B findet. 

III. Den Binionen in ^B fepe man ſaͤmmtlich das 
Element a vor. Das giebt die Ordnung a der Ter⸗ 
nionen, u. ſ. w. alle uͤbrige Ordnungen derſelben in 
der dritten Claſſe C, wenn man (wie in IL) ſtatt 
der ſucceſſive vorgeſetzten a, b, e nun b, e, d fegt. 

IV. Eben fo erhalt man, durch ſuͤcceſſives Vorſe⸗ 
fen und Austauſchen der Anfangsbuchſtaben a, b. e 
mit b, e, d der vierten, fünften und folgenden Claſſen, 
D E u. f. w. ſaͤmmtliche Ordnungen a, b, e, d jede 
naͤchſtſolgende aus der unmittelbar vorhergehenden. 


21. 


Nach der erſten Auflöfung (hier 20, und Nov. 
Syft. Perm. p. XXI.) werden Glaffen aus Claſſen, 


nad 
Li 
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nach ber zweyten, Ordnungen von Ordnungen 
(und ſo mittelbar auch Claſſen) abgeleitet. beyde 
Verfahren find hier rein-eombinatoriſch, auch gehen 
ihre Complexionen wie wachſende Zahlen fort, und 
find zugleich lexikographiſch geordnet. In der Darz 
ſtellung (20, Æ ift ein Element (d) weniger als bey 
a genommen worden, um nicht die Colonne zu lang 
zu machen, des Fortgangsgeſetz (fuͤr noch ſo viel 
Elemente) liegt dennoch klar und deutlich vor Augen. 
22. j 
Die Aufloͤſungen (20) der Aufgabe pafen bende 
auf die hier (20, , , vorgelegten Schemata. Indeſ⸗ 
fen find beyde Darſtellungen ſehr von einander ver: 
ſchieden. In der erſten werden fuͤr jede einzelne 
Complexion die vorzuſetzenden Elemente mit den uͤbri⸗ 
gen immer ganz in die folgenden Claſſen hinge 
ſchrieben; in der andern werden, für die Comple⸗ 
gionen der erſten Ordnung a, dieſe a den zugehörigen 
Complexionen der vorhergehenden Claſſe nur vorz 
die uͤbrigen Ordnungen aber, ganz ausgeſchrieben, 
darunter geſetzt. Das giebt eine große Verkuͤrzung 
und zugleich eine Involution in aller Form. Sie 
ſtellt, eben ſo wie jene, Summen von Claſſen, aber 
auch einzelne Claſſen, außer der Ordnung dar, 
und zeigt beyder Zuſammenhang durch die figurli⸗ 
che Anordnung mit eingezeichneten Winkeln. 
deeem 
Die Hartation écot in (20, und ert pej 
ziehen fich ſaͤmmtlich auf die einzige Reihe der ge: 
R 2 gebe⸗ 
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gebenen Dinge a, b, e, d.... von denen alfo in jeder 
Claſſe alle Combinationen mit allen Verſetzun⸗ 
gen zugleich vorkommen. Das wird durch 
AT 1 0 T DT E. T N 

; G 433 74"85 6... 3 

x a, b, 65d? e, $ sii 
angegeben; durch Setzung nemlich ber Claſſen, mit 
Beyfuͤgung der einzelnen durch Variation zu verbin- 
denden Elemente im Zeiger. Oder mit andern Wor⸗ 
ten. Jene ſymboliſche Darſtellung ift nichts EE 
als die Aufgabe in 2o. 


Sy 


24. 
Man fann aber auch, wenn mehrere Reihen von 
Elementen 
fr, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
ja, b, c, d, e, f, g. 
S di EC DE Em 
g. b. e, d, er f, 9 
A, B, C, D, E, F, ST 
j u. ſ. w. &c. 
gegeben find (wie hier zeigerfoͤrmig beyſammen⸗ 
ſtehen) die Aufldfungen (20) ohne alle Schwierigkeit 
ſogleich dahin mobificiren, daß jede einzelne Com: 
plexion ein Ding dieſer Reihen enthaͤlt: die Unionen 
aus p, die Binionen aus dp, die Ternionen aus r,q.p, 
die Quaternionen aus r, q,p u. f. w. für Variations⸗ 
complexionen folgender Claſſen und mehrerer Elemen- 
tenreihen. Man darf nur den Elementen ajb,c... die 
letzte Stelle in ben Complexionen die fie (in 20. 4% 
ſchon haben, laffen, in die zweyte Stelle aber ABC... 
E und 
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und in die dritte a,6,c... und in die vierte A, B, C.. 
u. f. w. bey Complexionen von mehrern Stellen, fex 
gen, oder, während der Aufloͤſung und Darftellung _ 
ſelbſt, zum Vorſetzen und Umtauſchen, unmittelbar 
gebrauchen. Das aͤndert, wie man ſieht, nichts in 
den Vorſchriften der Aufloͤſungen (20) weil man eben 
fo leicht KB, C... und a,b,c... und A, B,C ... u. ſ. w. 
als abc... vorſetzen und umtauſchen kann. 


25. 
Auf biefe Art erhält man 
(4) 
» 1--b. se A 
Ba Bb Bc Bd u. 
+B ca cb ce Cd : 
Da ` Db Dc Dd 
ada aAb aAc aAd 
7 8 * * 
a Da aDb aDc aDd. 
bAa bAb bAc bAd 


en 7 7 2 


bDa bDb bDe bDd 
cAa cAb cAc cAd 

E D [2 D 
D d cDa cDb De cDd w. 
bAa dab de dad 


'2 z z 7 


bDa db bDc bDd 


ji Aa aa AaAb ai Hard 


u. ſ. w. 


~ 
* 
— 


Lon: 


le ect e ee 
CD w P ps O >> bi 
a 


Ka, 
SES: $9 02 09 (9 (2 (9 (e qo (0 (9 (2 (5 


n o c 


o 


BE“ 
2 2 
>> 
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und ſo kommen hier immer die Elemente jeder Reihe 
gegebener Dinge in eine beſtimmte Verticalreihe 
zu ſtehen; die Elemente von p in die erſte, die von 
q in die zweyte, bie von r in die dritte, die von 
s in die vierte u. ſ. w. von der Rechten nach der 
Linken. Damit man nun gleich ſieht, auf welche 

` Reihen. fich jedes Claſſenzeichen beziehet und in wels 
cher Ordnung: fo findet man hier die Reihenexpo— 
nenten p, q r, s. . . (24) in beſtimmter Ordnung gleich 
uͤber die Claſſenbuchſtaben geſetzt. 


a eaat 

Herr Hindenburg hat von diefen fo angeordne⸗ 
ten Complexionen aus den Elementen mehrerer Reiz 
hen, ſehr haͤuſigen Gebrauch in der Anwendung gez 
macht. Dahin gehoͤren die Tafeln (Infi. Dien, p 172. 
177 feq. und Nov. Syſt. Perm. LX. und LXI. feq.) Die 
Zahlen in den dortigen Zahlencomplerionen | 
find wirklich variirt, d i. auf alle mogliche Art comz 
binirt und permutirt, Die Anwendung aber auf meh: 
rere Buchſtabenreihen wie hier in (24, 25) giebt bloß 
Combinationen der Elemente dieſer Reihen. 


27. 

Variationen ſind unter allen combinatoriſchen 
Arbeiten die leichteſten; in meiner Ausg. von Cuz 
lers Alg. 1 Th. S. 201. findet man von mir eine an⸗ 
dere Methode gegebene Dinge zu variiren. Herr 
Burja nennt die Variationen, weitlaͤuftige 
Verwechſelungen (combinaifons vagues); (Alge⸗ 
braiſten 1 Th. S. 136) 

: Eine 
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Eine fehe ſinnreiche Bemerkung des Herrn Proz 
feſſor Hindenburg, iſt auch dieſe, daß die Regeln 
zum Variiren, und daher auch zum Combiniren und 
Permutiren, keine anderen ſind, als die allgemeinen 
Geſetze, nach denen der Verſtand zaͤhlt. Denn wenn 
man/ z. B. in der Dekadik von o bis 9 zaͤhlt, ſo 
braucht man dazu zehn einzelne Ziffern. Zaͤhlt 
man nochmals von vorne aber zweyzifrig, nemlich 
00, /c, .. 09, 10,11. . 99, fo hat men alle Varia⸗ 
tionsamben von zehn Ziffern gemacht. Zaͤhlt man 
nochmals von vorne aber dreizifrig, nemlich 000,001, 
002,... 009,0I0,01I,0I2... 099,100, 10f, 102.999 fb 
hat man alle Variationsternen von jenen zehn Zifern 
formiret, u. ſ. f. Hierher gehoͤren auch die nuͤtzlichen 
Bemerkungen pen 


Zahlenſoſteme in und ] Fortſchreitungs⸗ 
geſetz fuͤr Zahlen. 


28. 


Dyadiſche Triadiſche Syſtem. Tetradiſche Syſtem. 
Syſtem. CS 


O T Or waer: 
olooloı o|oolorlo2 
1011 10011072 
100001 2021022 
10111 110102 
10001 1001172 
(ei 202122 
88081 2|oo jo: [ez | 
10 11 d = 10 sE 30 31132 331 
= 2ol21 |22} Tc. 20. 7c. 2c. 
101II c. ꝛc. ꝛc. 
16. ic. 


Dode⸗ 
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Dodekadiſches Syſtem. 

BEE 4 l5 S, Rz e 
oo|or|e2 o3|o4|o506 |o7 |o8]o9|oz | oe ehe 
10 
20 


11]12/13| 14] 15| 16] 17|18|19] 12 | 1e 
21|22/23|24|25 26 27 28 29 22 


2e 


-| — —1—1— — 1 | | = en 


—— — Een E EE 171711 


* 
Déi 
Un 
> 
n 
En 
tA 
ON 
Un 
N 
On 
oo 
Un 
o 
WI 
N 
tn 
o 
SS 


C 


&c is 6a als 66467 s [5 o 
1 


8 81/8. gece Se 


95 96 E ge 


9o|o1|92|93]24. 
zo|z1]|z2 23 — 25 *6|«7|z8|z9]zz e : 
egjegjez ſeeſꝛc. A 

€. st. 


Dieſe figürlichen ſoͤmmtlichen combinatoriſchen 
Anordnungen zeigen zweyzifrige Geſetze, fuͤr 
das dyadiſche Syſtem im erſten, für das Trias 
diſche im zweyten, für das tetradiſche im dritten 
und für das Duodecimalſyſtem im vierten Paral⸗ 
lelogramme, mit den uͤberſchriebenen Zifern o, 1, 3, 4, 
5, 6.... als einfachen Grundzeichen. Durch 
die bey den 3 erſten Parallelogrammen, zur Seite 
beygeſchriebenen o, I, 2, 3.... wird die Fortſchrei⸗ 
tung der Zahlen in jedem Syſtem nach der Are 
nung, deutlich nachgewieſen. 

Insbeſondere gehoͤrt hieher das vierte Parallelo⸗ 
gram, in Form eines Quadrats, mit den uͤberſchrie⸗ 
benen Grundzeichen o, 1, 2, 3.9, 2, e (z und e, 
find angenommen irte und rote Grundzeichen) des 
zwolftheiligen Zahlengebäudes, in welchem 

zugleich 


e5|e6]e7 


eo|Jer|Je2 [??1e4. 
Ha 
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zugleich alle kleinere, von weniger als 12 Grund⸗ 
zeichen, enthalten ſind und deutlich vor Augen liegen, 
fo wie alle größere, von mehr als 12 Grundzei⸗ 
chen, daraus ſogleich hergeſtellt werden koͤnnen. Das 


10 II 

zweyzifrige Geſetz von zwey Grundzeichen liegt 
00 OI 

oben linker Hand; daraus entſteht, durch Anlegung 


02 
des Winkels oder Gnomons das zweyzifrige 
20222 


p 


00:02 » 
Geſetz von drey Grundzeichen 2 = und daraus, 
20222 
i ; l : 03 
durch Anlegung des Winkels ober Gnomons + das 
| 30733 
. 00703 
jmenjifige Geſetz von vier Grundzeichen = = u. f.o, 
30? 33 
Die Geſetze von 8, 6.... bis auf 12 Grundzeichen, 
für das dodekadiſche Syſtem, welches hier vollſtaͤn⸗ 
dig dargeſtellt iſt. Aus dem dodekadiſchen, findet 


man, durch Abnehmung eines Winkels can das 
` ` À Y eO; ee 

zweyzifrige Geſetz für das hendekadiſche (Itzifri⸗ 
ge) Zahlengebaͤude. Aber durch Anlegung eines 
neuen Winkels oder Gnomons, wuͤrde man, für ein 
angenommenes 13te$ Grundzeichen, das zweyziffrige 
Geſetz fuͤr das dreyzehntheilige Zahlengebäude erhalten 


u. ſ. w. für mehrere Grundzeichen und Zaßlenſp⸗ 
ſteme. 


20. 
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29. 

Dieſe figuͤrliche Darſtellung der Zahlen ſyſte⸗ 
me in und umeinander, zeigt alſo eine wahre 
In volution. Auch hat Herr Hindenburg diefe 
Erſcheinung zuerſt bey den Unterſuchungen uͤber die 
Zahlengebäude wahrgenommen; dieſe und ähnliche 
Anordnungen (in quadratiſchen, reetangulaͤren, trian⸗ 
gulären, polygoniſchen, regulaͤren und irregulaͤren, 
Formen), hat er bey ſeinen Unterſuchungen uͤber die 
mechaniſche Fortſchreitung der Zahlen, bey verlangter 
Zahlen = Auffuhung durch Abzaͤhlen nach Fächern 
oder deren Abmeſſung nach vorgeſchriebenen Diſtan⸗ 
zen *) vielfältig benutzt; den Vortheil, den fie auch 
in der Combinationslehre gewaͤhren koͤnnen, erkannt, 
und ſolchen uͤber die geſammte Wiſſenſchaft erſtreckt. 
um ſo mehr, da aus dergleichen Darſtellungen, die 
Geſetze der Fortſchreitung der Zahlen, nach jedem 
Syſteme, in der Ordnung und ſprungweiſe, ſogleich 
in die Augen fallen, die er dann zum Grunde 
ſeiner neuen Combinationslehre gelegt hat, bey wel— 
cher gut geordnete Complexionen und Claſſen wie 
Zahlen wachſen oder abnehmen. Nov. Syſt. Perm. IX. 
25. 26. EC 


30. 


Der Erfolg davon war in der That auferor- 

dentlich. Denn nun erſchien die Combinationslehre 

Aë auf 

*) Hindenburgs Beſchreibung einer neuen Art 

Zahlen durch Abzaͤhlen oder Abmeſſen zu fim 

den. Leipz. bey Gyufus 1776 mit Kupf, und Beyla⸗ 
gen. gr. 8. t 
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auf einmal in der urſpruͤnglichen Simplieitaͤt, die ihr 
als ſelbſtaͤndiger Grundwiſſenſchaft zus 
kommt, aus welcher die Arithmetik und Analyſis her⸗ 
vorgehen. Die Regeln der fo einfachen compiz 
natoriſchen Operationen ließen ſich nun ſehr 
kurz abfaſſen, und waren außerſt leicht, leichter als 
die ſchon zuſammengeſetztern arithmetiſchen 
Operationen, die nur bedingte combinatoriſche 
ſind. Bey jenen nemlich beruht alles auf bloßer 
Zuſammenſtellung, Ordnung und Verſetzung der 
Elemente zu Complexionen; bey bieten Dinge: 
gen muß zugleich mit auf derſelben beſondere 
Werthe, Lagen und Beziehungen, wie ſie als 
Zahlen auf und in einander wirken ſollen, Ruͤck⸗ 
ſicht genommen werden. Was endlich uͤber alles wich⸗ 
tig ift, bie ausgedehnteſte Anwendung der Gombinaz 
tionslehre auf die Analyſis war nun eine natuͤrliche 
und nothwendige Folge einer ſolchen Umaͤnderung, 
und zog die Erfindung bequemer combinatoriſcher 
und anderer harmonirender Zeichen (Nov Syft. Perm. 
p. XXXII, — XLIX.) herbey, die gleich geſchickt find, 
die, groͤßtentheils neuen, eombinatoriſchen, einfachen 
und zuſammengeſetzten, Begriffe (Ebend. p. IV.—XV.) 
kurz und deutlich darzuſtellen, und zu Lokal- und 
combinatoriſch = analptiſchen Formeln fi 
anordnen zu laſſen. » 
Hierbey ward bie Einführung 
des Zeigers (index, indiculus) 


I, 2, 3. 4. % X. 1, 2, 3, 4. Y, 
É: b, €; Ey oder b, e, d S. ? ze. 


unent⸗ 
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unentbehrlich; die ſimpelſte Nachweiſung, die man 
ſich denken kann. = 
Die vom Hindenburg (Inf. Dign. und Nov. Syft. 
Perm,) angewieſenen und mannigfaltig benutzten Vor⸗ 
ſchriften gegebene Dinge 
2,3, Zen 


; . 

zu permutiren, combiniren und variiren, 
fuͤhren auf dergleichen Involutionen, wovon oben 
fen Proben gegeben find, und weiter hin etwas 
naͤher erwogen werden ſollen. - 


N 
- 31. * 
Combinationen uͤberhaupt, mit Wiederholungen. 
(Combinationes ſimpliciter, admiſſis repetitionibus). 


Aufgabe. 


Gegebene Dinge oder Elemente b 


(io SAME 
a b c d ef Reif 


zu combiniren, oder, nach zwey, drey, vier u. f. w. 
verbunden, in gut geordneten Complexionen und Claf- 
ſen darzuſtellen. 


(e) 
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Gei EO 

d d. b e d aa Ja [a |a 
aa ab ac ad alalaljlalb 

bb bc bå U. aß a [a fa e 

B cc cd alajelb 5 
dd ajala E e 

aaa aab aac aad a [ala ſe c 
abb abe abd ajalb b b 

acc acd ala]lb b c 

` add Nb N T 

Je bbb bbc bbd a | E 70,7€ 
bcc bed ab b b b 

bdd alb b b e 

ece ccd alb b c c 

cdd a b % ee 

ddadd Sle, el 

aaan aaab aaac agad w. b b b b b 
D u. ſ. w. babes b N= 
b b b e € 

u. ſ. w. 


32. r à 


Erfe Aufldfung. J. Die gegebenen Elemente 
ſetze man als einzelne Dinge (Uniones) in die erſte 
Claſſe A. 

II. Der Union a (in ) und allen folgendem, ſetze 
man a; dann der Union b und allen folgenden, e; 
u. ſ. w. vor. Das giebt zuſammen die Binionen der 
zweyten Combinationsclaſſe ^B; 

UL Den Binionen in /B der Ordnung a und aller 


folgenden, ſetze man a; denen der Ordnung b und 
aller 
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aller folgenden, fee man b; denen der Ordnung e 
und aller folgenden, ſetze man c; u. f. w. vor. Das 
giebt zuſammen die Ternionen der dritten Combina⸗ 
tionsclaſſe T. : 

IV. Eben fo findet man, durch ſucceſſives Vorfes 
gen der einzelnen Elemente a,b;c.... (immer von den 
Complexionen der Ordnung anfangend, die mit dem 
vorzuſchreibenden Buchſtaben gleichnamig iſt) die 
Combinationsclaſſen D, ^E. u. f. w. jede folgende aus 
der naͤchſt vorhergehenden, alſo die nte Claſſe aus der 
(a — Iten. 3 


33. * 

Zweyte Aufloͤſung. T. Die gegebenen eins 
zelnen Elemente (gleichſam als ſo viel einzelne Ord⸗ 
nungen) fege man in die erſte Claſſe A. 

II. Den Unionen in A ſetze man ſaͤmmtlich das 
Element a vor. Das giebt die Ordnung a; aus met: 
cher man, durch Umtauſchung des vorgeſetzten a mit 
b (von der Binion an, wo zuerſt zwey verſchiedene 
Elemente vorkommen) die Ordnung b; und aus diez 
fer, durch Umtauſchung des vorgeſetzten b mit c (von 
der Binion an, wo zuerſt zwey verſchiedene Elemente 
vorkommen) die Ordnung c; und daraus eben fo die 
Ordnung d; u. ſ. w. der Binionen der zweyten 
Claſſe B findet. 

II. Eben ſo findet man: a 

1) Die Ordnung a der dritten, vierten ... übers 
haupt der nten Claſſe, wenn man den ſaͤmmtli⸗ 
chen Complexionen der (a — ten De: a vor- 
fest; 

2 Die 
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a) Die Ordnungen bcd... der nten Claſſe, aus 
den Ordnungen abc... derſelben Claſſe, wenn 
man in den Complexionen der naͤchſtvorhergehen⸗ 
den Ordnungen (von da an, wo zuerſt die bey⸗ 
ben Anfangsbuchſtaben nicht einerley ſondern verz 
ſchieden find) in die Stelle des erſten dieſer beyz 
den Anfangsbuchſtaben den naͤchſtfolgenden Ord⸗ 
nungsbuchſtaben ſetzt. 

34. 

Die Aufldfung (32) für die Combinationen ift von der 
erſten Aufl. für die Variationen (20) bloß darin unter⸗ 
ſchieden, daß die Buchſtaben bcd... hier nicht 
(wie dort) allen Complexionen der vorhergehenden 
Claſſen für die folgenden vorgeſetzt werden. Die Auf⸗ 
löfung (33) ift mit der zweyten Aufl. (in 20) was die 
Beſtimmung der Ordnung a in jeder Claſſe anbetrift, 
vollkommen einerley, und weicht nur bey den uͤbrigen 
Ordnungen ab, bey denen nicht alle Gompleriónen - 
der vorhergehenden gebraucht werden. Beyde Aufldz 
nachdem man die ſiguͤrliche Anordnung bey ihnen fo 
oder anders (22) trift, fuͤhren auf die Darſtellungen 
(31, 4%) 


35. 

Die Aufloͤſung (32) hat Hindenburg (Nov. Syft. 
Perm. p. XIX. 10.) aus einer noch allgemeinern aus⸗ 
gedruͤckten (Ebend. 8.) abgeleitet. Die Darſtellungen 
(31, «,8) gehen uͤbrigens wie jene der Variationen 
20) wie wachſende Zahlen fort, und ſind zugleich le⸗ 

tifoz 
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pikographiſch geordnet (Arch. der Math. H. II. S. 
178. iM 


36. 


Das Geſetz der Combination, und die Fortſchrei⸗ 
tung bey mehrerern Dingen und mehreren Claſſen, 
fülft, fo wie die Involution ſelbſt bey s und wie fie 
(in 3r bep æ hier nicht gezogene) vertikale Linien, 
neben den Endelementen ajb,c,d.... fih zeigt deutlich 
in die Augen. Dieſe Darſtellungen, geben Veranlaſ— 
ſung zu mannigfaltigen Beobachtungen und Folgerun⸗ 
gen, in Beziehung auf Anfangs: und Endzifern, os 
rizontal und vertikal fortſchreitende Complexionen, 
Entwickelung folgender Claſſen aus vorhergehenden, 
folgender Gomplerionen aus vorhergehenden, in ho⸗ 
rizontaler und vertikaler Lage, Anzahl der Gompfez 
pionen überhaupt und fuͤr jede Claſſe ins beſondere, 
fuͤr jede beliebige Menge gegebener Dinge u. ſ. w. 
(Infin. Dign, p. 19 — 22). Herr Burja findet nach 
feiner Regel (Alg. 1 THL S. 137. $. 23.) alles voll⸗ 
kommen fo wie hier (31, ) bey ihm heißen diefe Art 
von Combinationen, mittlere Verwechſelungen 
(combinaifons neutres), 


Va⸗ 


der combinatoriſchen Analytik. 275 


x 


Variationen zu beſtimmten Summen, n mit Wie⸗ 
derholungen. 
(Variationes numeri propoſiti, admiſſis repetitionibus) 


o E 
Aufgabe 


Die Variationen zu beftimmten Summen, aus 
den Elementen 


[25 E wn ee 
abc def... 


in gut geordneten Claſſen darzuſtellen. 


Claſſen Complex. Lepikogr. Complex. 
für °F fr 7 ; 
*A e ajala Ia I 
ad a |a |a [b 
3 A u. a a b a 
B cb a 
da ash Sara 
aac alb b. 
abb a eA ES 
aS aca ' ald 
bab ſ. * 7 
bba f g = i 
= UB b 
aaab i b b a 
> aaba L b.e 
D abes r fe 22 
baaa C Lc b 
"E Aaaaa D S d a 
ih 


S , 38. 


274 Hindenburgs Theorie 


; 38. 
S uffbfuug für F = A TB T'CT'DI'E 
J. Das ste Element e fege man, als einzelnes 
Ding, in die erfte Claſſe A. 
II. Die Complexionen der zweyten und aller fol⸗ 
genden Claſſen beſtimme man nach ihren Ordnungen: 

1) Die Ordnung a der nten Claſſe zu finden, fez 
fe man jeder Complexion der (n — x)ten Claſſe a vor, 
und vertauſche den letzten Buchſtaben der Complexion 
mit dem naͤchſt vorhergehenden des Zeigers, mit Ue— 
bergehung derer, die ſich mit a endigen. ) 
| 2) Die fo gefundene Ordnung a giebt die Ord⸗ 
nung b, dieſe die Ordnung c, u. f w. derſelben 
nten Claſſe, wenn man ſucceſſive in den Complexio⸗ 
nen der naͤchſtvorhergehenden Ordnung, mit Ueberge— 
hung derer, die fi mit a endigen, den erſten Buch: 
ſtaben jeder Complexion mit dem naͤchſtfolgenden des 
Zeigers, den letzten hingegen mit dem naͤchſt vorher⸗ 
gehenden vertauſcht. 

III. So findet man aus e in 4 (nach IL, 1) ad, 
und daraus (IL 2) bc, unb daraus cb, und- daraus 
da, die Ordnungen der zweyten Claſſe, deren jede 
hier nur aus einer Complexion beſteht. Eben ſo er— 
geben ſich die Ordnungen mit ihren Gomplerionen ber 
dritten, unb übrigen Claſſen. 


39- 


*) ch habe Hinzugefept mit Hebersehuns beret 
bie fid mita endigen. Hindenburg hat dieſes 
wahrſcheinlich ausgelaſſen, weil bey einer ſolchen Com⸗ 
plexion es für den letzten Buchſtaben kein naͤchſtvorherge⸗ 
hender zu vertauſchen giebt. (Der polynomiſche 
bete S. 177. 30). 
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; 39. 

Die Auflösung (38) ijt einerlei mit der (S. 288.) 
nur daß hier noch die letzten Buchſtaben der Compiler 
gion verändert werden, welches dort nicht noͤthig war; 
(auch werden dort keine übergangen) Zä Man Hätte 
auch die Elemente a,b,c... den Complexionen nach 
(S. 257.) vorſetzen, und diezugehoͤrige Umtauſchung 
des letzten Elements vornehmen koͤnnen. Dadurch 
aber würde die Aufloͤſung an Simplieität und Leich⸗ 
tigkeit etwas verlohren haben, dieſelbe auch nicht rein 
combinatoriſch, wie die hier (38) aufgefuͤhrte, geblieben 


ſeyn. 


40. 


Aufloͤſung für 
= At BTCT DT E 


Die Complexionen zur Summe n werden hier aus 
denen zur Summe (n — 1) auf folgende Art abge— 
leitet. 

J. Man ſetze allen einzelnen Complexionen ch 
Summe (n—1), das erfte Element berfefben mit dem 
naͤchſtfolgenden des Zeigers, und ſchreibe jede Com— 
plexion, die diefe Vertauſchung giebt, in ihrer Ord⸗ 

S a nung. 


) Bey einer Wiffenfchaft die fo neu als diefe if, muß jes 
der der nicht Erfinder davon iſt, ſich mit aller Behut⸗ 
ſamkeit ausdrücken — ich habe mich daher immer genau 
an die Worte und Ausdrucke des Erfinders gehalten, 
der die Sache gewiß beffer als jeder andere uͤberſieht » 
ich halte es daher für Pflicht hier anzuzeigen, daß ich 
was in Clammern Geht zugeſetzt habe, da es mir noch 
einen eharakteriſtiſchen Unterſchied duͤnkte. 
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nung, unter die Gomplegionen die E fon vorherge⸗ 
geben hat. 7 


41. 
Da bey den Buchſtabencomplexionen zu beſtimm⸗ 
ten Summen, dieſe Summen ſich auf die Ordnungs⸗ 
zahlen beziehen, wie fie im Index oder Zeiger, (37) 
uͤber den Buchſtaben ſtehen: ſo erhellet deutlich, daß 
wenn man das Element a (oder 1) im erſten Winkel 
(37) fegt, man, nad dem obigen Verfahren (, II) 
von da auf die Summe 2, und von dieſer auf die 
Summe 3, u. f. w. auf die Summen 4, 5...n fuc 
ceffive fortſchreitet. Dieſe involutoriſche Suc⸗ 
ceſſion, nach welcher man vorhergehende und 
folgende Werthe in und um einander ſchreibt, 
iſt gleichwohl mit einer abſoluten Independenz 
vollkommen gleichguͤltig (Arch, der Math. H. III. S. 
324, c.) und fo ſchreibt man nach ihr Summen von 
Claſſen eben fo leicht als einzelne Claſſen, und umge: 
kehrt, oder vielmehr, eins iſt mit dem andern zugleich 
gegeben und innigſt verbunden. 


42. 

Damit man den Unterſchied zwiſchen rein und 
nicht rein combinatoriſches Verfahren deutlich einfe- 
hen mag, ſo will ich hier noch folgende Aufloſung 
von der Aufgabe (38) mittheilen. 

Aufgabe I). Aus einer gegebenen Variations— 
complexion die naͤchſtfolgende höhere zu ſchreiben. 

Anflöfung D. Sft die legte oder niedrigſte 
Ziffer der gegebenen 8 größer als 1, ſo 

ziehe 
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ziehe man x von ihr ab unb abbíre 1 zur folgenden 
Ziffer. Die beyden ſo veraͤnderten Ziffern in ihren 
Stellen, mit den uͤbrigen, ſaͤmmtlich unveraͤnderten, 
geben zuſammen die verlangte naͤchſt ſhoͤhere Comple⸗ 
rion. 
€» folgen na 
125 
1132 
1141 auf Arane ; 
2) Iſt die letzte Ziffer der gegebenen Complexion 
1, oder find mehrere Ziffern derſelben nebſt der letz⸗ 
ten, hintereinander 1, daß alfo die Complexion 
ſich mit 1 ober 11 ober xir oder 1111 u. f. fo. enz 
diget: fo erhoͤhe man die naͤchſte zweyte Ziffer 
von der 1 in der hoͤchſten Stelle, vorwaͤrts, laſſe die 
Ziffern neben der erhoͤheten linker Hand (wenn es 
noch dergleichen giebt) unverändert, in die Stellen 
aber rechter Hand derſelben ſetze man durchge⸗ 
hends 1, bis in die letzte Stelle, in die man das 
Complement zur gegebenen Summe ſetzt, das auch r 
ſeyn kann. | 
Auf 1141; auf 125115 auf siare 
folgt 1213; folgt 131125 folgt 521111 
u. daraus 611111 
3) Giebt es aber keine nächfte zweyte Ziffer 


vorwärts von der 1, (wie ſie 2 beſtimmt) ſo iſt die 
gegebene Complexion die letzte ihrer Claſſe. 


So iſt in 611111 die Ziffer 6, die erſte nach L 


zugleich die in der hoͤchſten Stelle, nach welcher es 
alſo 


* 


lg 
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alſo keine hoͤhere, und folglich auch keine zweyte 
Ziffer vorwaͤrts von 1 geben kann. Die gegebene 
Complexion 611111 ift alfo die hoͤchſte und letzte ih⸗ 
rer Claſſe. 

Zuſatz. Die erſte unb niedrigſte Complexion 
einer Claſſe, z. B. der Claſſe k zur Summe n, findet 


man, wenn man (k — I) Einheiten neben einander 


ſchreibt und in die letzte oder niedrigſte Stelle das 
Complement n — (k — xjicn Tr — k zur Cum 
me n fegt. Fuͤr k — n ift dies Complement felbft x, 
unb es giebt nur eine, aus lauter Einſen beftes 


hende Complexion dieſer Claſſe, die zugleich die letzte 


Claſſe von allen iſt. 
Daraus fließt unmittelbar folgende 
Aufgabe II. Alle Complexionen zur Summe 
n einer verlangten Variationsclaſſe k, gutgeordnet zu 


ſchreiben. 


Aufl oſung 1). Man ſchreibe (nach vorigem 
Zuſatze) die erfte Complexion der verlangten Claſſe. 
2) Die hoͤheren Complexionen folgere man durch 
Anwendung (von 1 und 2) der Auflöfung der voriz 
gen Aufgabe J. bis man (nach 3) auf die hoͤchſte und 
letzte Complexion derſelben Claſſe verfaͤllt. 
Anmerkung. Jede der beyden Vorſchriften 1 
unb 2 der Aufgabe J. läßt fih für die Aufgabe II. 
oft mehrmal hintereinander anwenden, fo lange námz 
lich die in 1 und 2 feſtgeſetzten Bedingungen vorhan⸗ 
den find. Anch dadurch wird die an fih leichte Zar: 
ſtellung noch mehr erleichtert, welches bey großen 
Zahlen, wo der Fall häufiger vorkommt, um ſo an⸗ 
genehmer iſt. 
Heyz 


v 
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Beyſpiel. Fuͤr n = und k = 3. Oder: 
bie Variationscomplepxionen für 


E ; 
RER zu schreiben 
Dieſe ſind, nach obigem Verfahren 


11113 11317 21172 

11122 12112 21121 j 

11131 12121 Laang 

11212 | 1221x f 22111 

11221 13171 31111 
Anmerkung. Hier iſt 31111 die letzte und 


höchfte Complexion der sten Claſſe zur Summe weil es 
hier keine zweyte Ziffer nach der (hier punk tirten) 


höchſten x giebt. Aufg. I. 30 Würde man aber ftütt 


31111 ſchreiben O3IIII, fo koͤnnte man die Regel (2) wies 
der anwenden, und faͤnde fo 111112, die erſte und nie 
drigſte Gomplerion der folgenden bten Claſſe, aus 
der letzten und hoͤchſten Comvplexion ber unmittelbar 
vorhergehenden sten Claſſe; aus welcher man, wie Dot: 
her, die folgenden derſelben Claſſe weiter ableiten kann. 

Einen ſolchen Uebergang nennt Herr Hindenburg 
de ductionem ex Claſſe in Claffem. Er findet auch, in 
ſeiner Art, bey der in natuͤrlicher Ordnung, nach 
welchem Zahlenſyſtem man will, geſchriebenen Zah— 
lenreihe ſtatt, wenn man von mziffrigen Zahlen zu 
den (mFT)ziffrigen gess 


Go 


^ 
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So giebt z. B. im dekadiſchen Spſtem die hoͤch⸗ 
fte mziffrige Zahl 9 gg... wenn man dafuͤr ſchreibt 
0999... die kleinſte (mryificige Zahl 1000... 


43. 


Von dieſem Variationsproblem zu beſtimmten 
Summen (37) ſtehet Hindenburgs erſte Aufloͤſung 
Unfinit. Den, p. 129 — 135.) für Summen von Claſ⸗ 
fen, fo wie für einzelne Claſſen. Die zweyte Auflö- 
ſung von Hindenburg habe ich hier nach Herrn Mag. 
Toͤpfer (Comb. Anal. S. 77 — 80) in (42) mitge⸗ 
theilt. Beyde ſind leicht und ganz allgemein, aber 
nicht, rein combinatoriſch, wie die hier (38,40) beſchrie⸗ 
benen von denen Hindenburg die letztere zuerſt in ſei— 
nem Programm Terminorum ab infinitinomii dignitati- 
bus Coefficientes Moivraeanos fequi ordinem lexicogra- 
phicum, oftenditur, p. IV, 2. und im Arch. ber Math. 
(H. IV. S. 393, A) in Zahlencomplexionen aufges 
führt hat. Von bieten vier ganz verfchiedenen Berz 
fahren geben, das erſte Claſſen aus Claſſen, das 
z weyte Complexionen aus Complepionen, das breite 
te Ordnungen aus Ordnungen, das vierte Sum⸗ 
menwerthe aus Summenwerthen; durchgaͤngig n å c ſt⸗ 
folgende aus unmittelbar vorhergehenden. Die 
nähere Betrachtung der combinatoriſchen Operationen 
beſonders der Involutionen, führt diefe Untesfchiede 
von ſelbſt herbey. Man vergleiche Arch. der Math. 
H. II. S. 183, 18, h 
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44. 

Die Variationen zu beſtimmten Summen, die ich 
bisher nur auf eine Reihe a, bed... (37) bezogen 
habe, koͤnnen eben ſo, wie jene (an fid oder über- 

haupt, fimpliciter) auf mehrere Reihen (24,26) bezogen 

werden; aud) hat Hindenburg davon (Infin. Dien, $. 
XXVII. p. 127 — 145 unb Nov. Syft, Perm. pP. LXX, 
feq.) häufig Gebrauch gemacht, und folches bey den 
Claſſenzeichen ſowohl, als bey der darſtellenden Ent: 
wickelung nachgewieſen. Waͤhlt man fuͤr die mehrern 
Reihen p.q,rs den Zeiger, wie in (24), wozu ich itzt 
nicht die Reihe „8, ,. . St fügen will: fo ſtehen, 
für die Summe 5 oder °F (37) die Zahlen- unb 
Buchſtabencomplexionen nebſt ihren Claſſenzeichen und 
den uͤberſchriebenen ee p: q; 75 s, t, wie 
folget: 
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po m o 
3 e 
a 4 Ke 

14 = 
zip Be 
= Ch 

22 

s. „Da 
I 3 | i 
131 C aca 
a bab 
221 bBa 
Qu „cha 
1112 T Zoch 
1121 9(aBa 
1211 AbAa 
221 TR Bala 
IIIII «MaAa 


Zuweilen find auch einige der Reihen Pars t... 

Glied für Glied einander gleich. Ware A B. pz; 

s e tz. .. fo kaͤme Wi 
rp? srp? srp? 


Ae 


N 45. 

Fuͤr eben die Reihen pyrst (44), eben fo gez 
braucht, aber auf J (in 37) angewendet, fände 
man die Zahlen- und Buchſtabencomplexionen, wie 
folget: 
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111111 „Aa! Als 

I| 1 rias „Aal b 

1 112 1 „ AIR a 

1 ila PESE 

12 I I e| D A 2 

122 e| B b 

r BEE «jC a 

1 4 a! d 

& PV er B a A a 

2. Gë Saa B 4 b 

2 2 I B B a 
TE 3 ee 

SE Sr t; À a 

4 et cb 

5 D a 

e 


Hier ſtehen nemli in der erſten Buchftabencom: 
plexion die Anfangsbuchſtaben der Alphabete fuͤr die 
Reihen .. t,s. r, q; p, in ihrer Ordnung; jeder (nach 40,1) 
vorzuſchreibende erſte Buchſtabe, wird aus dem 
naͤchſtfolgenden, noch nicht gebrauchten, Alphabete 
genommen, jeder (nach 40, II) durch Umtauſchung zur 
zuſetzende hingegen, aus dem Alphabete, wohin der 
auszutauſchende gehoͤrt. Das nennt Hindenburg, die 
Reihen p. q rst... . hier eben fo gebrauchen, wie in 
(37). Die Buchſtabencomplexionen kommen hier 
gleichwohl mit den dortigen nicht in dem Umſtande 
uͤberein, daß in einerley Stellen Buchſtaben deſſelben 
Alphabets durchgaͤngig vorkaͤmen. Mit einem Wors 
te, die Zahlencomplexionen in (44,45) find bloß der 
Form, die Buchſtabencomplexionen (Gbenbaf.) hinge⸗ 

gen, 
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gen, der Form und Materie nach verſchieden. Von 
beyder Gebrauch und Anwendung, in der Folge. 


Combinationen zu beſtimmten Summen, mit Wie⸗ 
derholungen. 
(Combinationes numeri propofiti, admiſſis SE 


46. 
Aufgabe. 


Die Combinationen zu beſtimmten Summen, aus 
den Elementen 


€ 1 2 EUER We 

GEHT 

in gutgeordneten Complerionen und Folgen derſelben 
darzuſtellen. i 


Claſ⸗ 
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GlaffenzGompler. Lerikographiſche Complerion 
für’] fuͤr T 
A £ fFalalafafa |a] 
af la af af af af b 
B be [alalalale 
cd alalalb b 
aae ala a | d 
'C abd i "A aja b e 
acc alale 
bbe Ree x. 
aaad | ajb d 
E aabc ale e 
D abbb E f 
S aaaac BER: bahara 
ý E aaabb SCH B e 
F aaaaab CR d, 
G daaaaaa C 8 
si aaaaaaá 
baaaaa 
"spy. 
JB bbaaa 
bbba 
caaaa 
j cbaa 
C cbb . 
cca 
5 daaa 
D dba 
de 
a 
E 
E 
Ge 
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47. 
Aufloͤſung fuͤr 
"Je 'A TB T'C TD f "E T^F t 7G, 
I. Das 7te Element g fege man, als einzelnes 
Ding, in die erſte Claſſe A 
II. Die Complexionen der zweyten und aller fol 
genden Claſſen beſtimme man nach ihren Ordnungen: 
1) Die Ordnung a ber nten Claſſe zu finden, ſetze 
man jeder Complexion der (n — x)tem Claſſe (mit 
Uebergehung derer, die am Ende zwey oder mehr 
gleiche Elemente haben) a vor, und vertauſche den 
letzten Buchſtaben der Complexion mit dem naͤchſtvor⸗ 
hergehenden des Zeigers. 
2) Die ſo gefundene Ordnung a giebt die Ordunng 
b, diefe die Ordnung c u. f. w. derſelben nten Claſſe 
wenn man ſucceſſive in den Complepionen der naͤchſt— 
vorhergehenden Ordnung (mit Uebergehung derjeni— 
gen Complexionen, welche entweder zwey oder mehr 
gleiche Anfangs- oder zwey oder mehr gleiche 
Endelemente, eins oder beydes zuſammen, haben) 
den erſten Buchſtaben jeder Complexion mit dem 
naͤchſtſolgenden, den letzten hingegen mit dem naͤchſt⸗ 
folgenden, den letzten hingegen mit dem naͤchſtvor⸗ 
hergehenden (in beyden Faͤllen, des Zeigers nicht 
der Complexion) vertauſcht. 
III. So findet man aus g ín "A (nach II. 1) af, 
und daraus (II. 2.) be, und daraus cd (weiter darf 
man hier nicht gehen, weil die Binionen dc, eb, fa 
nicht gutgeordnet wären, und auch ſchon durch die 


vorhergehenden dargeſtellt ſind) die Ordnungen der 
zwehy⸗ 


der combinatoriſchen Analytik 287 


zweyten Claſſe, deren jede hier nur aus einer Goms ^ 
plepíon beſteht. Eben Io ergeben fi) die Ordnungen 
mit ihren Complexionen der Séi unb ëlo 
Claſſen. Kn ; 
Aufloͤſung für 
UA EBTT G 
die Complexionen zur Summe n werden hier aus der 
nen zur Summe (n — 1), auf folgende Art abge⸗ 
leitet: 

II. Man ſetze allen einzelnen Complexionen der 
Summe (n — 1) das Element a vor. 

II. Man vertauſche in den Complexionen der 
Summe n — 1, (mit Uebergehung derer, welche zwey 
oder mehr gleiche Anfangselemente haben) das er— 
fe Element mit dem naͤchſtfolgenden hoͤhern Elemente 
des Zeigers, und ſchreibe jede Complexion, die dieſe 
Vertauſchung giebt, in ihrer Ordnung, unter die 
Complexionen bie I ſchon vorher gegeben hat. 


49. 
Auflöfung für 
A 'CU D: Ef IET G 

II. Man fege allen einzelnen Complexionen der 
naͤchſtvorhergehenden Summe e — 1), das Element 
a vor. 

II. Man vertauſche tabe nur in denjenigen Com⸗ 
plexionen der Summe (n — 1); bey denen die beyz 
ben erſten Elemente nicht einerlei, ſondern verſchie⸗ 
den (inb) das erſte Element ſolcher Gomplegionen, 

mit 
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r 


mit dem nächftfolgenden des Zeigers, und füge folz 
dem die übrigen Elemente der Complepion unveraͤn⸗ 
dert bey. 

IH, Die Complexionen (bie 1 und II geben) miż 
ſche man ſo unter einander, daß man zu jeder Com⸗ 
plexion aus I die aus IL fegt, wenn es dergleichen 


giebt. Giebt es keine in II (wenn nemlich der Comz 


plexion zur Summe (n — x) erſte beyde Elemente 
nicht verſchieden find) fo fegt man bloß die aus I, 
und geht gleich zur folgenden * der Sum⸗ 
me (n — 1) fort. 


50. 
Das Combinationsproblem zu beſtimmten Sum⸗ 


: men nach Claſſen (47), war das erſte auf welches 


Hindenburg verfiel, und das ihm Gelegenheit gab, 
in der Folge weiter zu gehen. Seine erſte Aufloſung 
davon (Infin, Dign. $. XII. p. 73 — 91.) für Cum 
men von Gíaffen, fo mie für einzelne Gíaffen. Seine 


ate Auflöfung ift folgende (pf. comb. Anal. S. 


80 — 90). 

Combinatoriſche Zuſammenſetzung für Zahlencom⸗ 
plexionen zu beſtimmten Summen, aus Ben Elemen⸗ 
ten I, 2, 3, 4, 85. 

Aufgabe I. Aus einer gegebenen Combinations 
complexion die nächftfolgende höhere zu ſchreiben. 
Aufloͤſung. D Iſt die letzte oder niedrig⸗ 
ſte Ziffer der gegebenen Complexion um mehr als 
x großer als bie naͤchſtfolgen de, fo ziehe man 
1 von der letzten Ziffer ab, und addire 1 zur vorletz⸗ 
ten Ziffer. Die beyddn ſo veraͤnderten Ziffern in ih⸗ 
ren 
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ren Stellen mit den uͤbrigen, ſaͤmmtlich unveränderten, 
geben zuſammen die verlangte naͤchſthoͤhere Gomplerion. 


So folgen 11137; imgleichen 11227 
und 11146; und. 11236 
und 111353 und 11245 
aufeinander; aus jeder vorhergehenden Complexion, 
die naͤchſtfolgende hoͤhere. 

2) Iſt die letzte Ziffer der gegebenen Complexion 
gleich groß oder nur um 1 größer, als die 
vorletzte, fo gehe man weiter zu den nächftfolgens 
Ziffern fort, und ſuche die erſte Ziffer unter ihnen, 
die um mehr als 1 kleiner iſt als die letzte. 
Dieſe kleinere Ziffer erhoͤhe man um k in ihrer 
Stelle, laſſe die Ziffern neben der erhoͤheten linker 
Hand (wenn es auch dergleichen giebt) unveraͤndert, 
in die Stelle aber rechter Hand der Erhoͤheten, ſetze 
man lauter (wie ſie die Erhoͤhung gegeben) gleiche 
Ziffern, bis auf die letzte oder niedrigſte Stelle, in 
die man das Complement zur gegebenen Summe ſetzt, 
das größer oder gleich groß mit der vorletzten Ziffer 
ſeyn, nie aber kleiner werden kann. 


Auf 12244 
folgt 12334 auf 22234 


darauf 13333 folgt 22333 
unb darauf 22225; 
3) Hat die gegebene Complexion keine ziffer, [7^ 
um mehr als 1 kleiner iſt als die letzte, fo ift 
ſie die letzte und hoͤchſte Complexion ihrer Claſſe. 


d Dies 
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Dies ift der Fall bey ber vorigen letzten Comples 
rion 22333, nach welcher alſo keine weiter in der 
Claſſe zu welcher ſie gehoͤrt, folgen kann. 

Zuſatz. Die erſte und niedrigſte Comple⸗ 
rion einer Claſſe, z. B. der Claſſe k zur Summe n, 
iſt mit der erſten Complepion für Variationen, 
für einerlen n und k, vollkommen gleich, und wird 
alſo eben fo (wie in dem obigen Zuſatze) beſtimmt. 
Sür k n giebt es auch hier nur eine einzige aus 
lauter Einſen beſtehende Complexion der letzten 
Claſſe. : ; 

Daraus fließt unmittelbar folgende. 

Aufgabe D. Alle Complexionen zur Summen: 
einer angegebenen Combinationsclaſſe k, gutgeordnet, 
zu ſchreiben. 

Aufloͤſung. 1) Man ſchreibe (nach vorherge— 
hendem Zuſatze) die erſte Complexion der verlangten 
Claſſe. ; 

2) Die folgenden hoͤhern Complexionen folgere 
man durch Anwendung (von 1 und 2) der Aufloͤſung 
der vorſtehenden Aufgabe J. bis man (nach 3) auf 

die hoͤchſte und letzte Gomplerion der gegebenen Claſſe 
verfällt. : 

Anmerkung. Jede der beyden Vorſchriften x 
und 2 der Aufgabe L läßt ſich für die Aufgabe II. 

oft mehrmal hintereinander anwenden, fo lange nem: 
lich die in 1 und 2 feſtgeſetzten Bedingungen vorhan⸗ 
den find. Auch dadurch wird die an fich leichte Dar- 
ſtellung noch mehr erleichtert, welches bey großen 
Zahlen, wo der Fall häufiger vorkommt, um fo an: 

genehmer iſt. Ges" 
Bey 
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Beyſpiel. Sien. n = M unb k = 5; oder die 
i ür f u ſchreiben. 
Complexion fuͤr e suu i ſchreibe 
Dieſe Si dr SE merfórift: 


11119 11236 12244 x 
11128 11245 12334 
11137 11335 13333 
11146 11344 222285 
11155 12226 22234 
11227 | 12235 | 22333 
Anmerkung 1. Hier ift 22333 die letzte und 
hoͤchſte Gomplerion der sten Claſſe zur Summe 13, 
weil es in ihr keine Ziffer giebt, die um mehr 
als 1kleiner iſt, als die letzte Ziffer 3. Wuͤrde 
man aber ſtatt 22333 ſchreiben 022333, fo koͤnnte 
man die Regel (2) wieder anwenden, und faͤnde fo 
111118 die erſte und niedrigſte Complexion der 
folgenden Gren Claſſe, aus der letzten und hoͤchſten 
Complexion der unmittelbar vorhergehenden sten 
Gfaje. Eine deductio ex Claſſe in 9 (wie die 
obige S. 279). i 
Würde vorgeſchrieben, daß die Zahl 13 in 5 Theile 
zertheilt werden ſollte, die ſich aus den Ziffern 
1,2, 3, 4, unb nur dieſen allein, (keinen größern) 
ſchreiben laſſen. So uͤberſieht man leicht, daß von 
obigen 18 dargeſtellten Complexionen, nur s brauch⸗ 
bar (inb, die übrigen ſind füt biefe Aufgabe umſonſt 
geſucht. Hindenburg unterſcheidet in ſolchen Faͤllen 
; T 2 Con- 
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Complexiones utiles und inutiles (Nov, Sylt, Comb, p 
NS ; 
Wie dergleichen Complexionen, unabhängig von 
den uͤbrigen, die man nicht braucht, ſich ſinden laſſen, 
wird folgendes zeigen. 
! Br, 
Emtwickelung der Zahlencomplexion in 
So, wenn ftatt der dortigen unbeſtimmten 
Elementenreihe 1,2, 3,45... eine beftimmte 
1,2, 3. T... m — I, m gegeben ift; wor jes 
des Element < m — 1 bedeutet, und das 
hoͤchſte Clement m < n T1 —k ſeyn fett 
Aufgabe 1. Die erſte Complexion zur Sum⸗ 
me n für die Combinationsclaſſe k, aus den Elemen⸗ 
ten I, 2, 3... r.. m — I, m zu finden; mmn 
m n TI K. 
Aufloͤſung. Man nehme n — k = R, ſo " 
enttoebet 
3) Der Reſt R = t eine kleinere Zahl als m—1 
2) oder es iff K = q (m — D, ein vielfaches von 
m — E, : à 
3) oder es ift R = q (m — x) t v, ein Vielfa⸗ 
ches von m — z, und eine kleinere Zahl. 
Fuͤr 


So Man muß hier und in der Folge die Reihe 7, 2, 3 
4, 5. . von der I, 2, 3, 43... m wohl unterſchei⸗ 
den, weil die letztere guf ein beſtimmtes Zahlenſyſtem 
fid) em defen SCH Ziffer m ifs Da 

n 
5 — — ı<n — K 
ET auch! m — r RK: daher ſcheint es, als wenn 
R nicht gleich r kleiner als m — 1 geſetzt werden darf. 
Die Aufl. zaͤhlt die möglichen Fuͤlle auch fürm oder T 
oder = n T t — k. Seite 298 wird man aber fes 
hen, daß die Annahme m « A t 1— k anügt. 


ps 
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Für 1 fege man in die letzte und niedrigfte Stelle 
ber zu beſtimmenden Complexion die Zahl ı Tr, unb 
in die übrigen (K — 1) Stellen, lauter Einſen. 

Für 2 feke man das hoͤchſte Element m von der 
letzten Stelle an fo oft nebeneinander, als q Einhei⸗ 
ten hat. Werden dadurch noch nicht alle Stellen ber 
fegt, fo fülfe man die uͤbrigen mit Einſen aus. 


Für 3 ſetze man eben fo das Element m von der 
letzten Stelle an qmal hintereinander, ſchreibe dann 
die Zahl x T r daneben, und fuͤlle wenn noch leere 
Stellen vorhanden ſind, die uͤbrigen mit Einſen aus. 


Zuſatz. Soll die Aufgabe möglich fenn: fo darf 
nnídt kleiner als k, aber auch nicht großer als 
mk ſeyn. Denn für n = k beftände die Complexion 
aus lauter Ein ſen, als kleinſten, fir n = mk aus 
lauter men, als groͤßten Elementen. Dieß gaͤbe alſo 
die kleinſte und groͤßte Complexion von allen, die 
fih aus k Zahlen der Reihe 1,2,3... m ſchreiben lafz 
ſen, als Grenzen der uͤbrigen dazwiſchen fallenden. 

Exempel. Sir 1,2,3,4,5,6, (wo alfo m = 6) 
fot man die erſte Complexion in ider Claffe K = 8 
ſuchen; und zwar i - RK 

x) zur Summe nett, ` l 
Hier waͤre 11 — $ =R =3 Da nun 3< 5, 
fo ift bie gefuchte Complexion 11111114. 

2) Zur Summe n — 28. 

Hier wäre 28 — 92 R 20. Da nun mh 

=3, fo if 20. d. i. q (m - 1) 24.8. alfo q—4. 

und die erfte Complexion ijt 11116666, 8 

43) Zur Summe n zz 40. 


t Dier 


H 
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Hier wäre 40—8-—R—32. Da nun m- 125, 
(o ift 32 d. i. q (m 1) Tr 6.5 T, alfo 986 
und r. Alſo it fr z; und die erfte Gom: 
plexion 13666666. 
4) Die moͤglichſt kleinſte Cemplerion waͤre 
TIIMIT nn . 
Die moͤglichſt groͤßte Complexion wäre 
66666666 für n= mk=48. 
Dieß wären alfo die Grenzen der möglichen Com- 
plexionen von beyden Seiten.“ 


Aufgabe II. Aus einer gegebenen Combinas 
tionscomplexion die naͤchſtfolgende höhere zu ſchreiben. 
Die Reihe fep wieder 1,2,3,...m, wie fie Aufgabe I, 
beftimmt, 


Auflöfung, 1) Man ſuche von der letzten oder 
niedrigſten Stelle der gegebenen Complexion 
vorwaͤrtsgehend die erſte Ziffer, die um mehr 
als r kleiner ift, als die letzte. Dieſe Eleiz 
nere Ziffer erhoͤhe man um 1 in ihrer Stelle, 
laſſe die Ziffern neben der Erhoͤhten linker Hand, 
wenn es noch dergleichen giebt, unverändert, in 
den übrigen Stellen aber rechter Hand der Gr: 
hoͤhten ſetze man (wie ſie die Erhoͤhung gegeben 
hat) lauter gleiche Ziffern. 

2) Betragen die Ziffern der ſo (nach 1) beſinmten 
Complexion in ihrer Summe fo viel als die 
Summe der gegebenen Complexion, ſo hat 
man die verlangte nachſtfolgende Complexion ge⸗ 
funden. 


12224 giebt 12233; und 2334 giebt 3333. 
3) Ge⸗ 
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3) Geben die Ziffern (nach ) in ihrer Summe 
weniger alsn fo vertheile man den Reſt auf die 
letzte und folgenden Ziffern vorwaͤrts, ſo weit er 
zureicht, dergeſtalt, daß die niedrigern Stellen 
zuerſt mit den hoͤhern Ziffern verſehen werden; 
welches geſchieht, wenn man von dem Reſte zu 
den Ziffern der niedrigſten und ſuceeſſive hoͤhern 
Stellen nach und nach ſo viel addirt, als nur 
immer geſchehen kann, um die hoͤchſten Ziffern 
der Reihe zu erreichen, ohne die Summe n zu 
uͤberſteigen. j | e 
So gäbe die Gomplerion 155556 nach ben 
verschiedenen Werthen für m folgende naͤchſt bi» 
here Complegionen. d 


222222| 222222 I 222222: 1€. 
2444| 555] 366 ꝛc. 


— 22 222588 
fùr m = 6l fúr m 7l für m= 8l xc. 
4) Hat die gegebene Complexion mehrere groͤß te 
Ziffern der Reihe von der letzten Stelle an hin- 
 teteinanbet, fo kann man als eine Abkuͤr⸗ 
zung (denn ſonſt gelten auch hier die gegebenen 
Vorſchriften 1,2, 3, wie in anderen Fällen) hier 
die erſte Ziffer die um mehr als 1kleiner 
ift, als die hoch ft e der größten Ziffern, fachen, und 
die durch die Erhöhung der gefundenen kleinern 
beſtimmten gleichen Ziffern nur bis in dieſe 
hoͤchſte Stelle ſchreiben, und weiter mit bieten 
nach 1 bis 3 verfahren; wobey alfo die übrigen nach 
der hoͤchſten groͤßten weiter folgenden Ziffern, 
bis in die letzte Stelle, unverandert bleiben, eben 
l fe 
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ſo wie die uͤber der Erhoͤheten vorwaͤrts liegen⸗ 
den Ziffern. 


So giebt die Complerion 225666 


(nach No. 4) (nach No. 3) 
233366 233333 
usi Pad ; 1233 
234666. 234666. 


für einerley Werth von m=6, wie ſich von felbf: 
verſteht, dieſelbe naͤchſtfolgende Gomplferíon. 
5) Hat die gegebene Complexion keine Ziffer, die um 
mehr als x kleiner ift als die letzte, fo ift 
"ane letzte und hoͤchſte Complexion ihrer Claſſe: 
wie 233; 3344; 44455; u. f. w: 
Aus L und II. fließt ſogleich die 
III. Aufgabe. Alle Complexionen zur ER 
n für die Combinationselaſſe k gutgeordnet, aus den 
Elementen 1.2.3... m, wenn m Cn TI — k, zu 
ſchreiben. E: A 
Aufloͤſung. 1) Man ſchreibe (nach der Aufgabe 
I.) die erſte Complexion der verlangten Claſſe. 
2) Die folgenden hoͤheren Complexionen folgere 
man durch Anwendung von (I bis 4) der Aufld⸗ 
fung der Aufgabe II. bis man (nach 5.) auf idie 
hoͤchſte und letzte Semplerion: derſelben Claſſe 
verfaͤllt. 
Anmerkung. Man kann wenn a keine große 
Zahl ift, was man (nach 3 und 4 der Aufloͤſung in 
Aufgabe IL) zu addiren hat, leicht überfeben, ohne 
erſt die Zahlen unter die zugehoͤrigen Ziffern unter⸗ 
zuſetzen, welches das Verfahren abkuͤrzt und er⸗ 
leichtert. 
i Beyz 
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Beyſpiel. Man ſoll die Complerionen für 
UR 

0232 
ſuchen; wo alfo n = 13; kcz5, und m 234, Dieſe 
find nach obigen Vorſchriften, folgende ſochs: 
11344 

12244 

12334 

13333 

22234. 
: 22333 

Die Punktirung für die erſte und zweyte Comz 
plexion, die mehr als eine groͤßte Ziffer, nemlich 4, 
am Ende haben, iſt nach Aufloͤſung fuͤr Aufgabe 1I. 
4. die Punktirung der ubrigen vier Compleriotten aber; 
nach Auflöfung für Aufgabe II. 3. geſchehen. 

Die Complexionen im vorhergehenden Beyſpiel 
find auf dem kuͤrzeſten Wege und unabhängig von 
den oben (50) geſuchten gefunden worden, welches 
ungleich kuͤrzer und bequemer iſt, als wenn man die 
Complexionen wie fie die unbeſtimmte Reihe 1.2. 

3.4. . giebt (50 Aufg. II.) entwickelt, und daraus 
die zur beſtimmten Reihe 1.2.3.4 gehoͤrigen ausle⸗ 
ſen wollte. Die Menge beyder iſt um ſo mehr von 
einander verfchieden, je groͤßer n und je kleiner m ift, 
Fuͤr n = 15, k = s, und me 4, muͤßte man ſchon 
30 Complexionen darſtellen, um daraus die 5 brauch⸗ 
baren: 12444; 13344; 22344; 23234; 33333; auszu⸗ 
leſen, und fo ungleich mehrere für groͤßere Untet⸗ 
ſchiede von n und m," 

Hier 


H 
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Hier zeigt ſich zugleich der Unterſchied beyder Ausdruͤcke. 


* z 235 
: unb 
T (1,2, 3,4 9 (1,2, 3, 4) 
ſehr deutlich, und wie fie von 
" e "E e "E 
: unb 
CÓX x34. 1234 
PIE Se: cd 


verſchieden find. 

Daß die Aufgabe über die Gomplerienen zu bes 
ſtimmten Summen aus der Reihe der Zahlen in naz 
tuͤrlicher Ordnung von 1 an, in (50) und (51) voll 
ſtaͤndig geloͤßt fen, erhellet folgendergeſtalt. Die 
hoͤchſte Zahl die in den Complexionen der Claſſe K 
vorkommen kann, it n T 1 — k. Reihen alfo die 
auch groͤßern Zahlen enthalten, wie die unbeſtimmt 
fortgehende 1,2,3... a andere deren Endzahl 
men fix waͤre, fin® mit der, deren Endzahl 
nTri—k it, in fo fern gleichguͤltig, weil von den 
groͤßern Zahlen jener Reihen in den Complexionen 
der Claſſe k keine vorkommt. Dahin gehn die Vor— 
ſchriften in (50). Iſt aber die beſtimmte Reihe 1,2, 
3. m, und m< nt r—k gegeben; fo kommen immer 
i weniger unb weniger Complexionen in die Claſſe k, 
je kleiner m ift. Da hingehen die Vorſchriften in (51). 

Auch erhellet zugleich, warum Herr Hindenburg 
fuͤr die Aufloͤſung der Aufgabe, wo er alle moͤgliche 
Complexionen aller Claſſen zu finden anweiſet, die 
Reihe L2,3,j...» annimmt. Denn in der erſten 
Claſſe kommt n ſelbſt, in der zweyten n—r, in 
der dritten n — 2 u. f. w. als hoͤchſtes Element vor, 
und die nte oder letzte Claſſe beſteht aus lauter 


Ein ſen. 
` Eben 


der Combinatoriſchen Analytik. 299 


Ehen ſo hat Herr Hindenburg auch die Varia⸗ 
tionscomplexionen in (42) auf eine beſtimmte Rei⸗ 
he 1,2,3,4...m bezogen. Von dergleichen beſchraͤnk⸗ 
ten Variationscomplexjonen und den Regeln ihrer 
Darfiellung, fo wie überhaupt die Anwendung auf 
die allgemeine Progreſſion a, aT d, a Tad, a T 3d &c. 
wo das Verfahren dafür dieſelben, nur allgemeiner 
ausgedruͤckten Vorſchriften befolgt, werde ich an ei⸗ 
nem andern Orte handeln. 

Wenn auch ſchon die Regeln, der hier in (42, 30, u. 51) 
vorgetragenen Aufgaben, in der Anwendung nicht 
ſchwer zu befolgen ſind, ſo muß man ſie doch, um 
ſie ſicher und ohne Gefahr zu fehlen, anwenden zu 
koͤnnen, nach ihrem ganzen Umfange und mit ber nó: 
thigen Präcifion dem Leſer vorlegen. 

Man wird dieſe Vorſchriften überall mit Nutzen 
befolgen, wo man die Complexionen einzelner Claf ` 
ſen braucht. Da aber, wo man alle Claſſen haben 
muß, ſind jene andern Hindenbuͤrgiſchen Regeln, 
nach denen man Complexionen folgender Claſſen 
aus Complexionen naͤchſt vorhergehender be 
ſtimmt, doch noch leichter. Denn dieſe ſetzen bloß 
die ſucceſſive Zerfällung einer gegebenen Zahl in zwey, 
Theile voraus; wobey alſo alle vorgaͤngige Verglei⸗ 
chung der Ziffern oder Zahlen, einzelner Gomplez 
rionen, alles Aufmerken auf ein Complement aus 
mehrern Ziffern oder einen Reſt, ganz wegfaͤllt; wie 
bey den hier vorgetragenen Aufloͤſungen der Aufga⸗ 
ben (in 42, 5o, 51), zuweilen noͤthig ift. 

Dieſes, und aͤhnliche combinatoriſche Verfahren, 
die nach den Hindenbuͤrgiſchen Vorſchriften, die ge 

mei⸗ 
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meinen arithmetiſchen Operationen an Leichtigkeit 
noch uͤbertreffen, find in der combinatoriſchen Analy, 
tik Huͤlfsmittel geworden, die größten Schwierigkei⸗ 
ten zu uͤberſteigen, und den Erfolg der verwickelſten 
Subſtitutionen zu uͤberſehen, die auf keinem andern 
Wege zu bewaͤltigen waren, und welche auch der entz 
ſchloſſenſte mner aufzugeben ſich adir genöthiget 
fabe. 


52. , 

Beyde 9fuffbfungen (nemlich in Infin. Dign. § XII. 
p.73 — 91. unb die hier in 5r mitgetheilten) find 
leicht und ganz allgemein, aber nicht vein = conibinatoz 
tif , wie big in (47,43,49). Die Aufloͤſung (48) hat 
Hindenburg zuerſt in dem (S. 280) genannten Pro⸗ 
gramm, und nachher im Arch. d. Math. (D. IV. S. 
392, 930 vorgelegt; die cingo) ift die Boscovichiſche 

(Ebendaſ. S. 405.5 Auch hier werden, wie bey den 
ahnlichen Verfahren für. die Aufgabe (37) verſchie⸗ 
dentlich, Claſſen aus Claſſen, oder Complexionen aus 
Complexionen, oder Ordnungen aus Ordnungen, oder 
endlich Summenwerthe aus Summenwerthen, durch— 
gängig nächftfolgende aus unmittelbar vorhergehen— 
den, abgeleitet und rein < 1 entwickelt. 


53- 
Gewoͤhnlich hat man bey Entwickekung und Dar⸗ 
ſtellung der Combinationsclaſſen nur auf eine Reihe 
a, b,, d.... S p zu ſehen, und diefe wird im Zeiger 
angegeben, ſo, daß es keiner weitern Rachweiſung 
bey den Claſſen ſelbſt bedarf. 
TER Für 


I 
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E à 
Fuͤr die Fälle hingegen, wo die Combinations⸗ 
claffen in der Formel, die das Reſultat einer Yaf- 
gabe enthält, ſich auf mehrere Reihen Bars... (24) 
beziehen, muͤſſen diefe Zeichen, als 3Reibenepponen: ; 
ten, uͤber die Claſſenzeichen geſetzt werden: 


pop q 4 AI: 
DA, nD..., TA, "B, . . . u. f. w. bey ben übrigen 
(Nov, Sylt. Perm. p. XLV. 21) Zuweilen kommen 


P ap rap 
auch "A, "B, "C... vor. 


Claſſen außer der Ordnung fuͤr Variationen und 
Combinationen zu beſtimmten Summen, mit 
Wiederholungen. 


54. 


Claſſen zu beftimmten Summen lafen fid) eben 
fo leicht außer der Ordnung geben, wie bey Varia- 
tionen und Combinationen an fij, und ihre ſiguͤrli— 
che Anordnung zeigt gleichfalls eine combinatoriſche 
Involution, die hier durch Winkel bemerklich gemacht 
werden ſoll. - 


SS, 
Aufgabe. 
Die Elemente ſeyn, wie vorher, 2 
(i ER ID 

abcdef g h. 2 
Man foll die vierte Variationsclaſſe zur 
Summe 7 aus abcd und die fünfte Combina⸗ 
tionéclaffe zur Summe 12 aus anenee bat: 


ſtellen. 
a 
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Eeer 


a ſa f d rjr jr alajasalh ıfıfır]g 
abe trps- aalab g uk 
a fa ſc b If ; 2 aſaſaſe f nii 6 
ZK Inr alalalde ıjIlıly s 
abac 1 13 alalbbf 1122 6 
àlbb 1222 alalbce r1i|23 5 
4|b e à 123 1 .aajbdd 1/124 4 
„àj a b 1 12 »Eaalecd rz|1a34 
ac ba 1 2 1 abbbe 12255 
alas ikrr abbed ibaga 
"D ba ae 2.01 3 , gbecc i31. 
b a bb 2 12 2 bbbbd 22224 
baca 213.1 bbbec 22233 
bbab22i23 
b. b b pR E E E 
RT 5-3 1d 
i53.24553—-1 2/2 
e a ba 3121 
E 3.25 T 
da a2 4111 4 
56. 


Auflöſuug für die Combinationsclaſſe D 


I. Man fege d, das hoͤchſte der gegebenen Elemente 
als ein einzelnes Ding, im Winkel. ; 
II. Daneben fege man das erfte Ding a. Das 
giebt ad, die Ordnung a der Dinge ad, Aus der 
Ordnung a findet man (38. I, 2) die Ordnung b, 
und daraus die Ordnung c, und daraus die Ordnung 


d ber Binionen ab, be, ob, da. 
i: III. 
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III. Den einzelnen Binionen in H. ſetze man à 
vor. Das giebt die Ordnung a der Ternionen, und 
daraus findet man weiter (nach 38, H: 2) Die rb: 
nung b und daraus die Ordnung c und daraus die 
Ordnung d der zugehörigen Ternionen. 

- IV. Eben fo geht man zu den Quaternionen für 
"D fort, und fo auch zu den Verbindungen von 
mehr als vier Dingen, für fpátere Claſſen; alles wie 
in (38), nur mit dem einzigen Unterſchiede, daß 
man bey der Vorſetzung bon a (bey Beſtimmung 
der Ordnung a) das letzte Element der Complexion 
hier nicht (wie dort) mit den naͤchſtvorhergehenden 
Zeigerelement vertauſcht; wohl aber in den folgen— 
den Ordnungen be. k 


57. 
Auflöfung für die Combinationsclaſſe TR. 


1. Man fege h, das hoͤchſte ber gegebenen Ele— 
mente, als ein einzelnes Ding, im Winkel. 

IL Daneben ſetze man das erſte Ding a. Das 
giebt ah, die Ordnung a der Dinge ,h. Aus der 
Ordnung a findet man (47, I1, 2) 
die Ordnung b, und daraus 
— — — e, 

— — — d be Binionen SECH 

HI. umb IV. Das Verfahren für den Fortgang 
ift hier eben fo, wie in (UL 1V.); nur daß hier 
(47) ſtatt des dortigen (38) zu eitiren. Auch wird 
bey der Verſetzung von a das letzte Element nicht 
mit dem naͤchſtvorhergehenden vertauſcht, wohl aber 

$ in 
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in den folgenden Ordnungen b.... Die Darſtel⸗ 
lung für "D und "E (in 55) involutoriſch zu 
machen, beobachtet man, beym Schreiben der Ord— 
nungen a,b,c... die Vorſchrift (22). 


, 58. 

Von der großen Mannigfaltigkeit und leichten Um: 
wandlung combinatoriſcher Formen, findet man viele 
Beyſpiele im Arch. der Math. wovon ich hier nur 
(H. I. S. 31 — 43 und H. II. S. 183 — 192) anz 
Führeh will. dier find noch ein Paar andere für "D 


. 


Lei (8) Q5 - ES 
niz ai ooo]ó a^6 
1126 a’ ors 475 
n|5 ` Jos 0024 CG 
11444. Js . ©0133 33 
4225 4225 01114 4 114 

E jos 234 0123 123 
FZ EH 222 
"an Spa Ju 21113 
2233 2223 22 1122 


59. 


Bey den hier gebrauchten Zahlencomplexionen 
fallen die in Winkeln ein zeſchloßenen Summen ſo⸗ 
gleich deutlich ins Auge. Die a' a’ ai deuten hier 
bloße Rebeneinanderſtellung en von a an, nach der 
bengefügten Zahl Gicfe Zahlen find nemlich hier 

keine 
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feine Po ten ge ſondern Wiederhotungserhonen⸗ 
ten) und a' zeigt, daß kein a weiter in der Verbin⸗ 
dung vorkommt. Man erhaͤlt y aus æ menn man 
von jeder Zahl in a Eins abzieht, wodurch alfo 
der Zeiger Së Sec, in C S get abgeaͤn⸗ 
dert wird. Hier hat man nun die Zerlegung einer 
gegebenen Claſſe in Summen von Claſſen (das 
Umgekehrte von 31 8 mit dem Unterſchiede daß 

TD oL a? A + a? Sp T A Se + a? 00 

[? 3, 4, 5, 6r 7 


b, c, d, e, fg 
unb pp LAS dr ops 
e 43446 
- beast 


jenes bey /s dieſes bei 5,9. Die fteigenben Sume 
men 7, 8, 9, 10 der Claſſen nach dem erſten Zeiger, 
werden alfo auf eine und dieſelbe (kleinere) Sum: 
me 6, durch den zweiten Zeiger redueirt, und ſo 
alles in das gewoͤhnliche Gleis eingeleitet, 

Das wird zugleich das (Infin, Dignit. p. 141, r42, 
in der Note und (Nov. Syſt. Perm. p, XXII, 18) bon , 
Variationen Beigebrachte weiter aufklaͤren. Von Um⸗ 
änderung der Formen durch Zuſetzen oder Abzie⸗ 
hen gewißer Zahlen (wie hier der Eins) Arch. der 
Math. Heft l. S. 41, 42. Von der Zerfällung einz 
zelner hoͤherer Combinationsklaſſen in Summen qus 
niedrigern, mit Veraͤnderung des Zeigers, Nov, Syfte 
Perm. p LV. LVI. Das dortige n ift hier 6. 


60. 


Bey Claſſen von vielen Complexionen kann man 
um die Colonne nicht zu lang zu machen, die einzel⸗ 
e u nen 


` 
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nen Ordnungen derfelben neben einander ſetzen, auch 
zur Verkuͤrzung, wenn man will, fi der 28 cheiz 
holungsexponenten bei b. c, d... (eben fo, wie im 
85, 59 bei a) bedienen, die ſich bei der Ableitung der 
Ordnungen aus einander (47, II. 2) von ſelbſt er- 
geben. 
Die erſte Complexionn iſt E dft IIIf 11 (nach 
38, 4) und ooooIo (nach 58, 7). Das giebt 
*"Eg = at 20 K + à? "^B F a? C t an SCD + d "E 
pe 2, ey 10, ig K 2, 3... 8, 9, 10 
La, b, C. Gë E EK I 
und daraus Sw Ke erſte Zeiger gilt für E) 
a*ıl T a' bei Farıbda T a [b*g 


bch b*eg b?cf 
a’ [bk bdg bed "7 [pae 
ci bef b’e* b?c?e 
SE e fdh c*g bc?^f bed? 
i eg cdf bede be’d 

3 $ ce* bd? c 
— d'e ce — 

^ Se ea 


Die Zahlencomplexionen von "E nach dem erz 
ſten Zeiger, findet man (Infi. Dig. p. 80, 81). 

Weil hier die Wiederholungen von a (als Er⸗ 
gänzung der Dimenſionen in den einzelnen Ordnun⸗ 
gen) im Voraus vorgeſchrieben werden, ſo kann a, 
und mithin and) fein Zahlenwerth o, im zweiten 
Zeiger ganz übergegangen werden. Ein Beyſpiel 
ahnlicher Wiederholungen eines Buchſtabens (b wie 
hier a) findet man (nfin, Dign. p. 41.) bei Combina⸗ 
tionen an ſich Cfimpiciter). Man vergleiche die erſte 
Tafel (Ebend. p. 157). 


6r. 
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61. 


Man kann auch nach dem (Infin. Diga. p, 26.) 
gegebenen Beyſpiele, außer den Wiederholungen von 
a noch die Verbindungen von b, e, d e... von den 
übrigen abfondern. Die Ableitung der Ordnungen 
auseinander (47, l.) führt auch hier unmittelbar dar⸗ 
auf; und ſo kommt: 

al ta b 2 bb]bh T a° bbb er 


a^ |bk 
ci Um E e 
dh Yr ce bbeſes 
eg € jc be|cf “lad 
Ir df de _ 
SA bd|dd Des = 
desc ehe, eet 

62. 


Man kann alſo bey ſolchen Darſtellungen der 
einzelnen Claſſen (wie hier in 60, 61) durch die Ab⸗ 
ſonderung von a, mehrere a (ihre Wiederholungen) 
auf einmahl, wie vorher (57) einzelne a bor: 
ſchreiben. Die Darſtellung für jede zu entwickelnde 
Claſſe lehrt jedesmahl, wie weit man mit den Wie⸗ 
derholungen von a fortgehen muß, die für andere 
Claſſen und andere Summen, nicht immer bis auf a? 
herunterfallen. Die zunaͤchſt auf die W 
von a folgenden Verbindungen von b, e, d,,.. bom 
bb, bc... von bbb, bbc,,, u. f. w. befolgen das coms 

M2 binas 


308 Hindenburgs Theorie 


binatoriſche Gefe& in 3r (S. 269, a) nur daß man 
hier bcd... für die dortigen a, be... ſchreiben, oder 
den Zeiger (p o 177) fie den dortigen (.) 
nehmen muß. Von dieſen Verbindungen, hängen 
die unmittelbar auf fie folgenden Binionen im Wins 
kel ab; und fo gewährt hier die Combinationslehre 
einen Ueberblick des Ganzen, aus ſeinen einzelnen 
Theilen, den man auf keinem andern Wege in ber 

Kuͤrze und Vollkommenheit ſo Zeie und anſchau⸗ 
lich, haben GEN 


63. 

Ein Beyſpiel einer gemiſchten (nicht ganz rein⸗ 
combinatoriſchen) Darſtellung hier zu geben, mag 
die Beſtimmung der Complexionen dienen, die Herr 
Prof. Kluͤgel in der Schrift der polyn. Lehrſatz 
S. 61 aufgeſtellt hat. 

Aufgabe. Die Complepionen der lexikographi⸗ 
ſchen Ordnungen 2, 3, 4, 8 u. f. w. für?"7J und 
antr J, von der Ordnung, I unabhangig, zu entwi⸗ 

dein. 


Vom: 
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Complexionen foͤr 
2x i 
Q,345 6...) 

2212 212 

2421214 
223 3 
21216 


Ch vi «P Uu) Q) H U9 HMM N NM 9» MP DNB DB nä 
- 
o 


c 
H 


| 


S 
ta 
5 


Complexionen für 


HR HMM pw RR DB vn. e» 


en 


anrr f 


(2, 3 4, 5, 6...) 
222 xu gA 
212122 

ai 


5. 
2123 4 
2 212 

2133 3 
2136 - 


en 
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x bi : 
Aufldöfung Die 1 Ws niedrigften 


Summen find, für gerade zahlen = 1 , fút uns 


gerade Zahlen ES —. Daraus faffen ſich die Gom» 


plexionen ARAS Summen fúr beyde, folgender ge⸗ 
ſtallt herleiten: 

L Man ſetze alle Complexionen der vorhergehen⸗ 
den niedrigern Summen, 2 vor. Das giebt die Ord⸗ 
nung der folgenden hoͤheren Summen. 

U. In den fo gefundenen Complexionen, vertaus 
fhe man (mit Uebergehung aller derer, wo die beyz 
den erſten oder letzten Zahlen, eins oder beydes, 
nicht verſchieden ſind) die erſte Zahl mit der 
naͤchſtfolgenden, die letzte mit der naͤchſtvorhergehen— 
den des Zeigers, das giebt die Ordnung 3 derſelben 
Summe. 

II. Daſſelbe Verfahren auf die (nach II.) gefun⸗ 
denen Complexionen angewendet, giebt die Comples 
rionen der Ordnung 4 aus denen der Ordnung 3 u. 
ſ. w. alle folgende Ordnungen aus den nächſtvorher⸗ 
gehenden. 

IV. Sobald man, bey Anwendung von II. und 
III. auf eine Complexion verfällt, die nur aus zwey, 
gleichen oder um eins verſchiedenen, Zahlen 

beſteht, ſo nimmt man beyder Summe, und ſetzt ſie 
als letzte Complexion dieſer Summe darunter. 

Auf ähnliche Art kann man von der Ordnung 3 
oder A... oder m anfangen, und auf die Ordnun⸗ 
gen mit, mi2 u. f. w. fortgehen. e 
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65. Jr 
Wegen des Umſtandes (64 IV.) gehört idas Verz 
fahren zu den gemiſchten, und hat fuͤr Zahlen— 
complexionen keinen Auſtoß. Um es auf Buchſtaben⸗ 
complexionen anzuwenden, darf man nur, auf dieſen 
einzigen Fall, den Index vor Augen haben; alles 
Uebrige geht ſonſt rein- combinatoriſch fort, wo der 
Buchſtaben gleiche Bequemlichkeit mit dem der Zah⸗ 
len hat (S. 251.) Man hätte die Aufloͤſung der Auf: 
gabe (63) auch ſo geben koͤnnen, daß man jede naͤchſt⸗ 
folgenden Complerion aus der unmittelbar vorherger 
henden abgeleitet hätte; aber hierbey würden fich zu 
jenen arithmetiſchen Summen (64 IV.) auch noch 
arithmetiſche Ergänzungen eingefunden haben, 
und ſo das combinatoriſche Verfahren, bey aller 
Leichtigkeit an ſich, doch minder rein, als das in 
(64) geworden ſeyn. Die; Darſtellungen in (63) 
enthalten alle (von Klügel im polyn. Lehrſatz S. 
61) vorkommende Complexionen der Summen 8, 9, 
10 und noch mehrere, in einer lexikographiſchen In⸗ 
volution. ; 


66. 

Gin Beyſpiel, wie ſchnell die rombinator is 
ſchen Formen (was fuͤr die Analyſis ſo wichtig 
if) fi in einander umwandeln laſſen, mögen die 
hier folgende es Anwendungen zur Summe 7 ab⸗ 
geben. ; e 


EN ü ch 


D 


as Hindenburgs The orie 


Rach N Nach Hinden⸗ Nach Hinden⸗ 


z burg L burg I. 
1111111 Së ut 3 | ME 
211111 16 (ripa 
2211I ls Jh dE: 13 
2221 E (oti: s 2 
31111 115 -= pyys 
3211 124 11102 3 
322 133 1115 
331 223 10 2 2 
4111 1114 102 4 
421 |n 103 3 

143 1222 x16 
511 11113 223 
52 lu 25 
or 1 2. 34 
7. 1114111 7 


Dieſe 3 Darſtellungen find dieſelben in Zahlen, 
bie S. 285. in Buchſtaben aufgefuͤhrt ſind, nur daß 
die dortige erſte, ate und dritte, hier die ate, 
zte und fte ifte Die Darſtellungen der Zerfaͤllungen 
nach Boscowich iſt zu dem Gebrauch bey den Com— 
binationen überhaupt nicht fo bequem, als die bey⸗ 
den von Hindenburg gefundenen, und die Abthei⸗ 
lung nach jener kann ſehr leicht aus dieſen hergelei— 
tet werden. Die erſte Hindenbuͤrgiſche Zerfaͤllungsart 
dient vorzuͤglich, wenn mit der Zerfaͤllung zugleich 
die Abtheilung. nach der Anzahl der Theile (nach 
Claſſen) verlangt wird. Die zweyte Hindenbuͤrgiſche 
Zerlegungsart, giebt mit den Zerfaͤllungen einer Zahl 

i zu⸗ 
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zugleich die durch Winkelhaken von einander gefon- 
derten Zerfaͤllungen aller kleinern, und hat in Anſe⸗ 
hung der etwas groͤßern Leichtigkeit zin der Darſtel⸗ 
lung, wegen des einfachern Geſetzes der Sufammenfe: 
tzung, Vorzug vor der erſten Art. Dagegen iſt, 
in Beziehung auf die Analyſis uͤberhaupt die Hin- 
denbuͤrgiſche erſte Art von Zerlegung (nach Claſſen 
von gleichvielen Theilen) von weit ausgedehnterm 
Umfange in der Anwendung als die zweyte; weil es 
unzählig viele Fälle giebt, wo man nur die Comple⸗ 
tionen einzelner Claſſen (der einzeln Abtheilungen 
zwiſchen den horizontalen Linien) nicht aber aller 
Claſſen zuſammen noͤthig hat. Auch enthaͤlt die erſte 
Art zweyerley Involutionen 1) der niedrigern 
Sum men durch alle Claſſen 2) der niedrigern 
Claſſen zu verſchiedenen Summen in den einzel⸗ 
nen Claſſen; und man kann jede der beyden uͤbrigen, 
hier angefuͤhrten Anordnungen, augenblicklich aus ihr 
darſtellen. Das Letzte gilt auch von den beyden anz 
dern Anordnungen, und iſt eine natürliche Folge ba: 
von, daß man bey den Combinationsverfahreßz im- 
mer alle Elemente in der Zuſammenſetzung vor ſich 
hat. Von dieſen iſt die dritte Darſtellung die leich— 
teſte in, der Entwickelung. Aus ihr formt man die 
zweyte, wenn man von oben heruntergehend 
erft die einzifrige (hier 7) dann die Amen: 
zifrigen (1,6 und 2, 5 und 3, 4) dann die bren: 
dann die vier- u. f. w. zifrigen Complexionen zu, 
ſammenlieſt, die gleichvielzifrigen jedesmal in eine 
‚ Elaffe zuſammenſetzt, und diel letzte mit I, 1, 1, I, Y, ,, 
(der einzigen ſiebenzifrigen Complexionen) beſchließt. 
Aus dieſer zweyten Anordnung ſchaft man ſogleich die 
er ſte 
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erfte, wenn man in der zweiten, von unten flere 
auf ſteigend und ruͤckwaͤrts leſend, alle diejeni⸗ 
gen Complexionen in eine Ordnung zuſammen⸗ 
ſetzt, (die in dieſer zweyten) mit r, oder 2, oder 3 u. 
f. w., mit 7, fih enden, und folglich mit bieten Elemen⸗ 
ten in der erſten anfangen. Auf aͤhnliche Art wird 
(Arch. der Math. H. II. S. 188) eine andere Teri 
kographiſche Darſtellung in eine €faffenanz 
ordnung umgeſtaltet, oder, wie man ſagen koͤnnte 
umgeleſen. 
67. 

Ich have von den combinatdriſchen Operationen 
hier nur das Unentbehrlichſte vorgetragen, das, was 
theils des Zuſammenhangs, theils des Folgenden we⸗ 
gen, ba ſeyn mußte. Die Operationen, wo Wieder 
holungen der Elemente verſtattet find, find für die 
Analyſis bey weitem die wichtigſten. Aus den Vor— 
ſchriften für dieſe folgen zugleich die, wo keine Wie⸗ 
derholungen vorkommen dürfen; daher ich mich bas. 
bey gegenwaͤrtig fo wenig aufhalte, als bei ber Ver- 
ſchiedenheit der Zeiger, in Abſicht auf die Folge oder 
Menge ihrer Elemente. Von der lexikographiſchen 
oder alphabetiſchen Darſtellung, habe ich, nur die zu 
beſtimmten Summen hier (37, 46) aufgefuͤhrt. Ue⸗ 
berall ſind hierbey Involutionen vorzuͤglich bequem, 
die hier nicht durchgaͤngig durch eingezeichnete Win⸗ 
kel bemerklich gemacht worden ſind: dahin z. B. die 
(31, „) aufgeführte gehört, eme der wichtigſten, die 
(Infin. Dign, p. 17, 18) etwas weiter ausgeführt ift, 


und ſehr mannigfaltige Abſchnitte durch einzuzeichnen⸗ 
, be 
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de kinien und Winkel verſtattet, und ſo verſchiedene 
Unterſuchungen veranlaßt (Ebendaſ. S. 19 u. f.) wo⸗ 
bey zu merken, daß die dort vorkommenden Zeichen, 
keine combinatoriſchen, ſondern bloß willkuͤhrlich ge⸗ 
waͤhlte, ſind. ; 
, 68. 

Bey den Involutionen wird gewohnlich ein Theil 
der Complexionen (die Ordnung moder a, S. 238, 9 


sepie J Iz durch bloßes vorſchreiben des er⸗ 
ee ſten Elements erhalten. Man 
2888 ſieht hier ein Schreiben der Ele— 
u. ooo 1 ol mente in die Tiefe (Arch. der 
Seen Math. H. I. S. 15.) oder in verz 
due tikalen Colonnen, wovon die Zah⸗ 
oh e lenreihe gleichfalls ein ſehr ein— 
: Re 8 faches und belehrendes Beyſpiel 
= 011 1 1 aufſtellt. Ich will hier nur den 
ale Ze Anfang des dyadiſchen Zahlenſy⸗ 
f. = Kë 858 ſtems aus Sen beyden Grundzah⸗ 
A fem o,r beyfügen, wo die über: 
e " iyd ſchriebenen Potenzen der 2 anzei⸗ 
SK rbb wie vielmal jedes der bey⸗ 
slacr den den Elemente in jeder Vertikal⸗ 
n reihe abwechſelnd untereinan⸗ 
EN TM 1 der zu ſchreiben ſey. Die hier 
Ou 5 eingezeichneten Parallelogramme 
Bei Ee (ſtatt den fonftigen Winkel) zei⸗ 
e|; : ; : : gen jedesmal den Perioden Der ` 


——— zuſammengehoͤrigen Ziffern in ben 
u. f. w. Vertikalreihen der ohne Aufhoͤren 
: in 
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in die Tiefe hinab wiederholt werden muß. Bey 
Syſtemen von 3, 4, 5 oder mehreren Grundzeichen, 
wuͤrden die Wiederholungen der einzelnen Grundzei— 
chen in den vertikalen Reihen eben ſo durch Poten⸗ 
zen der Zahlen 2,4,5 u. f. w. nachgewieſen werden. 
Bey dem dekadiſchen Syſtem koͤnnen hier die Potenz 
zen IO^, Io’, 10°, 10° n. f. w. vor. 

69. : 

Die unmittelbarfte Anwendung zeigt die Varia⸗ 
tionsaufgabe (20), wo man die Vorſchrift für die 
dortige Darſtellung (8) nach (68) für ein triadiſches 
Syſtem aus a, b, hätte geben, und fo nicht bloß wie 
dort die a ſondern auch die uͤbrigen Elemente b, c 
nach ſenkrechter Fortſchreitung in die Tiefe Hätte 
ſchreiben koͤnnen. Eine zweyte aber nicht fo unmittels 
bare, Anwendung zeigt (31, 8), denn hier koͤnnte 
man die Wiederholungen der a, bie in den einzelnen 
vertikalen Colonnen nicht durch Potenzen der 3, ſon— 
dern muͤßte ſelbige durch Zahlen aus der Tafel der 
ſiguͤrlichen nachweiſen, wie Herr Prof. Rothe in 
eiuem andern Falle, durch Zahlen einer andern Ta— 
fel gethan hat (Arch. der Math. H. II. S. 171 — 174) 
Eine interreſſante Anwendung ſolcher Fortſchreitung 
gegebener Elemente in die Tiefe, geben die eykli— 
ſchen Perioden. Hindenburgs Abhandlung davon 
im Magazine fuͤr reine und angewandte Mathematik 
(41786 St. DL 281 — 324). 
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Allgemeine Glieder fuͤr Claſſen und Ordnungen, 
erſte und einfachſte Relationen in combinato⸗ 


riſchen Zeichen. 


70. i 

Ich habe den Vertrag der Vorſchriften über die 
beygebrachten combinatoriſchen Operationen durch 
dergleichen Glieder und Formeln nicht unterbrechen 
wollen. Sie ſind aber wichtig und br daher 
nachgeholet werden. 


D 


71. 


Allgemeine nte. Claſſe der Combinationen uͤber⸗ 
haupt, mit Wiederholungen (31). 


a" T an-1 A T an- /B T an- 2 DÉI „ Ta N N 
ENS... ERRAR ox 
Ka.) EN 
Da- hier die Wiederholungen von a nad der Orbe 
nung vorgeſchrieben werden, fo beziehen fib die 
Combinationsclaſſen A ‘B ^C... hier eben fo auf 
b, c, d wie in (31) auf a, b, c... und koͤnnen auch 
die Werthe derſelben unmittelbar (aus 31) abgelei— 
tet werden, wenn man für die dortigen a, b, c... 
hier b, c, d... ſetzen. Obige Formel giebt der Din⸗ 
ge e, dd ES 
fürn = r, Unionen a* T a* "A =A 
«nz 2, Sinionena? paapa BB B. 
e n *r 3,8ernionena? T a? /A qa*/B ta? C 
e Ape...) b eia.) 
Man 
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Man darf alfo nur der Dinge b, c, d... Coms 
binationsclaſſen nach der Ordnung ſuchen (31, 4) 
und ihnen die zugehörigen Wiederholungen von a 
vorſchreiben. 

Dieſe Formel fuͤr die allgemeine nte Claſſe der 
Combinationen uͤberhaupt, hat Hindenburg bereits 
(Infin. Den, p. 159 und Nov. Sylt. Perm. p. XV. II.) 
gegeben. Aber die hier gebrauchten combinatoriſchen 
Zeichen ^A, ^B, C... welche Hindenburg jetzt einge⸗ 
führt hat find deutlicher und verſtaͤndlicher als die 


D STONER dën FE 
dortigen willführlichen Zeichen B, B, B... 


Allgemeine Darſtellung der Combinationen zur 
unbeſtimmten Summe n, mit Wiederholungen. 
72. i 
Fuͤr den Zeiger 4. : 3 Zoch giebt bie Zut: 
fung (48) bie Buchſtabeninvolution für jede verlang⸗ 
te Summe. 
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Tu und daraus für uy 

&c. |b[b|b]b jo beſ b 
| bibjb]b ME 9 k 
b|b|b|b OE, T rue 
biblble e ` blec? 
b [b|bje e 
bibled le 
bibif f 

&c. d pc Mm 
b'c e ce 
bjd d k 
et / Si 
cced Kleed ` 
cf : Jet 

Kc. d ae 

di | m 
&c. 


Eben das giebt bie zweyte Darftellung (in 46) 
wenn man darin b, e, d... ſtatt a, b, c... ſetzt. 

II. Die erſte Darstellung in L zeigt nur den An⸗ 
fang für das unbeſtimmte ». Dieſer bleibt wegen 
der Involutoriſchen Fortſchreitung bey jedem hoͤhern 
Werthe nn derſelbe; auch fällt der Fortgang nach 
demſelben Geſetze (48) klar in die Augen, und hat 
nicht die geringſte Schwierigkeit. 

UL Die Complexionen zwiſchen jedem paare 
horizontaler Linien haben immer eine gleiche 
Anzahl von b vorgeſchrieben, die niederwärts ſucceſ— 
ſive um eins abnimmt. Druͤkt man dieſe Mengen 
durch Wiederholungsexponenten (59) aus, fo recht⸗ 

fer⸗ 
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fertigt das die Darftellung von Jin] mo die Wie 
derholungen von H bis auf be herunter fallen. Auch 
hier deutet b^ an, daß b in den übrigen. Verbindun⸗ 
gen nicht weiter vorkomme. 

IV. Die Complexionen neben den Wiederholungen 
von b, die hier in Winkeln ſtehen, haben (die erſte 
ausgenommen) weiter kein b, und beziehen ſich auf 


den Zeiger (F 4 EVI nach welchem die Comple⸗ 


tionen. in einem und demſelben Winkel auch einerley 

Summe geben, die nach der Reihe der natuͤrlichen 

Zahlen fortgehend, nach , Fa u. ſ. w. ſteigt. 
V. das fuͤhrt auf der Gleichung: 


Jenes tes etes *] 
. 

Der Zeiger linker Hand gehört zu J linker 
Hand des Gleichheitszeichens, der Zeiger rechter 
Hand zu den obigen Involutionen. Die Entwickelung 
ihrer Glieder giebt nachſtehende lexikographiſche 
e i , 


Y die J bedeuten hier kt als I' 
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bn-6 [es, ce, d', g] 
ba-7 [os d, cf, de, h] 
bn-8 [c*, ee, ed“, eg, df, e i] 


XI .  JGembínatíonen zu Deftimmten 
Summen in direkter lexikogra⸗ 
G 234. phiſcher Ordnung. i 
be de = ës ? 

bn-1 b — jbn-rb 

Ët pom Ic E 

T ba-3 SE — ba- 3d 

ben „ — base, 

7 bn-s s% — ba-$ ed, f] 


i bus 9. baag Leid, et cde, cb, d’, dg, ef, k] 
[ bn-1o ro JY Z |bn-x0 [c*, c'e, ed, c"g,cdf, ge?, ci, 


d’e, dh, eg, f°, 1] 
T bn-ıı SSES bu-x x [c'd, c*f, c^de, ch, cd*, cdg, 
&c. * KC cef, ck, d^f, de”, di, eh, fg, m] 
234 E E : 
c 4 e^ fil \ u. f. w. f. 


* 
—— — 
Das ift das allgemeine Schema, deren die Anfänge 
in dem oben (S. 280. erwähnten Hindenbuͤrgiſchen Proz 
gramm und im Archiv der Math. H. IV. S. 390, 393, 
305) vorkommen. Die Complexionen in den Klammern 
(deren Summen immer mit ber von n an b abgezo— 
genen Zahl uͤbereinkommen) ſind hier zur Erſparung 
des Raums neben einander, nicht wie dies (und 
hier in 72, I.) unter einander geſchrieben. 


73. 


Dieſe Darſtellung gehoͤrt zu den Involutionen 
der vollkommenſten Art, und gewinnt durch den al(z 


9 ge⸗ 
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gemeinen Ausdruck, beydes an Kürze und Bequem: 
quemlichkeit zugleich. Eine niedrigere Involution 
zu beſtimmten Summen, z. B. die für 4 (in 72 D aus 
ihr EE darf man nur n = 7 fegen, 
unb einen Horizontalſtrich unter bn»-7 J b. f. 

»» "J unb been (rechter Hand des Gleichheitszei⸗ 
= befindlichen) Werth ziehen: fo giebt das, was 
über dieſen Strich ſtehet, zuſammen die gefoderte 
Involution für ^J, auf den in (72 J, befindlichen 
Zeiger fanger N 


Jede nächsthöhere Involution eet durch An⸗ 
fügung eines neuen Gliedes zu den ſchon gegebenen, 
folgendergeſtalt: Es ſeyen bu-mtam-2 J, unb been 
mex] das vorletzte und letzte Glied der gegebenen 
Involution, ſo findet man daraus das neuanzu⸗ 
fügende b»-m-?], wenn man 1 allen Complexio⸗ 
nen für ^77] (die im vorletzten Gliede in der 
Klammer ſtehen) den Buchſtaben e vorſetzt 2) in den⸗ 
jenigen Complexionen für "7*] (die im letzten Glie⸗ 
de in der Klammer ſtehen) welche zwey ungleiche An⸗ 
fangsbuchſtaben haben, den erſten Buchſtaben mit 
dem naͤchſtfolgenden des Zeigers vertauſcht 3) die 
Complexionen „wie man ſie (nach 1 und 2) gefunden 
hat, in ihrer Drdnung, neben bam in die Klammer 
ſetzt. So ſieht man, wie man z. B. für m = ır, 
das Glied be-ri'7[ aus den beyden vorhergehenden 


7.9 *] und ba- a0“ hat finden koͤnnen, Auf dies 
ſem 


* 
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fem fo leichten Wege ift die obige Dureh ung aus 
ben Anfangsgliedern bn-1b, bn-2c, bo- 3d conſtruirt 
worden; und daraus erhellet, daß man die Wieder— 
RR (59) hier eben fo leicht bey c, d, 
e, f... al$ bey b anbringen fann, zu nicht geringer 
Verkuͤrzung im Vortrage, und ohne dadurch die 

Vortheile der — aufzuheben oder zu ver⸗ 
nichtrn. 


74. 


Setzt man die (S. 321) in Klammern eingeſchlo⸗ 
genen Complexionen fo neben die bu-z, bn-2, bn-3, 
u. ſ. w. daß zuerſt die eiubuchſtabigen, dann die 
zwei- dann drei- vier und mehrbuchſtabigen 
Complexionen, in verticalen Reihen, wie in nach— 
ſtehender figuͤrlicher Anordnung, neben einander folz 
gen, ſo wird dadurch jene lexikographiſche in eine 
Claſſendarſtellung augenblicklich eee 
(66). 


5 


re 
P 
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canet rh Combinationen zu under 
bun- ]ic ſtimmten Summen n, nach 
— — — 
pea Lal: gutgeordneten Complexio⸗ 
ba-4 fiele? nen und Claſſen 
Gd AE AES 
— hd a 3 1 
v-s Wels 
bu- 7 D efi ed 
de 
bun- 8 ileg| c^e c* 
df | cd? 
A e? F i 
pn-9 T ch f. ed 
dg cde 
ef] d? 
ba-ro|ltici| c? c'e c' 
: dh| cdf|c^d 
eg| ce? 
f | d'e 282 \ 
ba-x 1|] lek] c^h| ef Leid 
ud di [c dg| c^de 
i n: cef | cd? 
def 
| ie BEES 
—— — 
E ee „ 
mem Veg ER 4 8 F 


75- > 
Die Darſtellung (74) bricht hier, wie bie, von 
der fie abgeleitet worden, mit den zu bn-rr gehöͤri⸗ 
gen Complexionen ab. Die Vergleichung derſelben 
mit der Involution (72, 18. 319.) zeigt folgendes: 


Di) ie 
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1) Die Wiederholungen von b linker Hand des 
Doppelſtrichs in (4) find die b laͤngſt der Senkſtri⸗ 
che des Winkels (S. 319). 

2) Die Complexionen in den Faͤchern dite 
Hand des Doppelſtrichs (74) find dieſelben, die zwi⸗ 
ſchen den horizontalen Schenkeln zweier naͤchſter 
Winkel (S. 319) liegen. ; 

3. Die Wiederholungen der b (D nur die dane⸗ 
benſtehenden Complexionen (2) gehoͤren ſo zuſammen, 
daß die erſtern jeder einzelnen Complexion vorgeſetzt 
(oder damit verbunden gedacht) werden muͤſſen. 

4) Die Zahlenwerthe der Buchſtaben in der Dar⸗ 
ſtellung (24) giebt der Zeiger 

12 3456 

be def 8 
Dieſer bringt durchgaͤngig die Glieder (in 3) auf ei⸗ 
nerley Summe n. Die Summe in den einzelnen 
Complexionen (2) ift nehmlich immer fo groß, als 
die Zahl, die von n an b abgezogen wird. 

5) Das Abſondern niedrigerer Involutio⸗ 
nen aus hoͤhern geſchieht hier durch Ziehung eines 
Horizontalſtriches, auf eben die Art, wie in (S. 73). 
Eben ſo auch der Fortgang fuͤr höhere Invo⸗ 
lutionen durch Anfuͤgung neder Glieder an bie gez 
gebenen. 

6) Die Vertical-Reihen oder Colonnen der Comz 
plexionen in den Faͤchern find. unten, nach der 
Ordnung mit o, 1, 2, 3, 4 bezeichnet. Zaͤhlt 
man nun die Glieder oder Faͤcher der einzeln Bertiz 
calkolonnen von oben herunter 11, 72, 13, „hu, 

ei fe: 
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ſo kann man die Complexionen jedes beſtimmten 
Fachs beſtimmt nachweiſen, und ſelbige bequem un- 
tereinander vergleichen. 


76. 


Die Darſtellung (73) kann auch von jener an⸗ 
dern (72 S. 321) unabhaͤngig, folgendergeſtalt ge 
funden werden: 

J. Man ſchreibe die Wiederholungen bn-r, bn-2, . 
ba- 3, bun- 4, . . in eine Verticalreihe unter einander, 
und gleich daneben die einzeln Elemente b, e, d, e... 
in die erſte Verticalreihe (75, 60 béier Hand des 
Doppelſtrichs. i 

IL Die übrigen Colonnen und Fächer mit ihren 
Gomplerionen, z. B. Col. nim, findet man, wenn 
man allen um zwey Fächer höher liegenden Comple— 
tienen in der naͤchſtoorhergehenden Colonne [allen 
Complexionen in Col. (n — 1) Im] den Buchftaben 
e vorſetzt; 2) in den Complexionen, die unmittelbar 
uͤber dem Fache liegen, deſſen Complexion man ſucht 
lin den Complexionen in Col. nem — 1) ] mit Weber, 
gehung derer, die zwey gleiche Anfangsbuchſtaben ha⸗ 
ben, den erſten Buchſtaben mit dem naͤchſtfolgenden 
des Zeigers vertauſcht, und 3) die (nach 1 und 2) gez 
fundenen Complexionen, in Col. nm TS ihrer Ord⸗ 
nung ſetzt. 

Fuͤr m = r wird 7 (m — T) o. Es giebt 
nehmlich nirgends ein Fach uͤber den erſten, alſo auch 
für col. nto nichts umzutauſchen. 

* i 
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77. 

Fuͤr jeden beſtimmten Werth von n in (74) ; 
B. für n = 10, find ba- 10 mit den zugehörigen, 
rechter Hand daneben ſtehenden Complexionen die 
letzten, mit denen die Darſtellung abbricht, ſo, daß 
bu- r mit allem was daneben und darunter ſteht, 
für den Werth von n = 10 nicht weiter in Betrach- 
tung kommt. Was über dem Horizontalſtrich unter 
bo- 10 (d. h. hier b^) neben den Wiederholungen 
von b liegt, enthaͤlt ne die Combinations⸗ 


claſſen. 
2A A. T" VC =D, SR Ca "6; "^H, 575, r K 
23 45 6.1 
c def g. 


Der Zeiger fuͤr die Claſſen fängt hier vonc oder 
2 an, weil die Wiederholungen von b ſchon ein, fuͤr 
allemal in (73) abgefondert ſind. Die Complerionen 
der einzeln Claſſen "^A, B.., liegen hier in den 
Diagonalfächern niederwärts rechter Hand, 
der erſtern "A durch 1; der zweyten "B durch k; 
der zten O durch i; der aten D durch h; u. f. w. 
aber nur bis an den Horizontalſtrich unter bn-ro, 
weil unter dieſem Strich nichts weiter (für n = 10) 
vorkommt. 


78. 
| Exempel. Die Sap ges 
a. 


Ú 2345 9 aus 74 anzugeben 


bedefg 
Fuͤr 


€ 


N 
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Fuͤr n = ro findet man nach (77) aus (74) 
PE es b'lg F b'ſef T b'|c'e T bea T bie 
de cd* — TR 
Die Complexionen find hier nach (60) neben 
ernender geordnet. Eine von (74) unabhaͤngige in⸗ 
volutoriſche Darſtellung derſelben unter einander 
gäbe (58), wenn man mit E eben ſo verfuͤhre, wie 
dort mit "D, und für die dortigen a, be hier ' 
b, c, d. fette, Diefe Anordnung wäre Adee mit 
der, wenn man die hier gefundenen Complexionen 


ganz ausgeſchrieben (ohne Wiederholungserponenten) 
unter einander ſetzte. 


79. 
Zöge man (wie in 58, 59) von jeder Zahl des 
Zeigers (75, 4) dies ab, d. i. nehme man anftatt 


des Zeigers (C. se? für (r4) un G ja : M 


fo würde das Mt Einſluß auf die Summen der ein⸗ 
zelnen Complexionen in den Faͤchern der einzeln Ver⸗ 
ticalreihen haben. Sie wuͤrden ſaͤmmtlich niedrigere 
Summen darſtellen als jene. Die Complexionen in 
ber erſten Verticalcolonne um 15 die in der z wey⸗ 
ten um a; die in der dritten um 3; u. . (w. 


80. 


A | 

Dieſen Unterſchied anſchaulich darzuſtellen, darf 
man nur, ſtatt der einzeln Complexionen, das zugez 
hoͤrige Claſſenzeichen in die Faͤcher ſetzen. Das giebt 


(») für 
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(a) fuͤr 74 t 
b»-ri U b 
ba-2 A 
ba-3 A 


— |= Ä — | —— Lan 


pn- T oA — D NE 
bir EN Ip 7765 zm E35 
u. d tv. 


Du jl 
er fghik 1 m/ Im 


(4) ue 79 
b»-1i b 
m-a || A 
bu-3 A 
ba [VALE 
Ska 
base "AIR AE 
bn-7 “AJBI CG 
bn-8 | X 5 
b»-9 Fi ®A ’B 70 5 


E 

ee, ’cl’D Gi 
u. w. ER 
Lett 
INC de fghiklm... ! 


Beyde, 
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Heyde, dem aͤuſſern Anfehen nad ganz verſchie⸗ 
dene, Schemata « und A geben, jedes auf den unten 
beygefuͤgten Zeiger bezogen, die Complerionen der 
Darſtellung (79. l 


81. 
d eck? J 
um [ 2233 ] durch 80 oder 8 zu beſtim⸗ 
bzc d i 


men, darf man nur n — 1o feten (77) fo findet man 
nad ei :^p = b? TAS T bê B b* SC ＋ b? xo» 
nad 6; 129 = b? *A T b? d: T e + b^ °D 
wo bloß der Zeiger in (Ro, æ, 8) ben Unterfchied 
macht. Dieſe Caffe "D wird nehmlich hier in Sum: 
men von Claſſen zerlegt, wie in (58, 59); nur daß 
hier b, e, d.., Datt der dortigen a, b, c... zu ſetzen. 


82. 


Die Vortrefflichkeit der involutoriſchen Darftel: 
lung (74) wird folgendes in der Kuͤrze zeigen: 

1) Die rein-combinatoriſche Entwickelung (76, T, 
1L) und Anordnung (74) ift, bey ihrer Allgemein- 
heit, dennoch aͤußerſt leicht, und verſtattet, die Wie⸗ 
derhofungserpsnenten, bey den Elementen der Comz 

plexionen unmittelbar anzubringen, ohne die Invo⸗ 
lution zu jerftören, 

2) Die Wiederholungen von b, fo wie die ein: 
zwey- drey vier ... buchſtabigen Complexionen aus 
c, d, e, f... find in einzelne Vertikalreihen, 
nach der Ordnung, claſſenweiſe (nach gleichnamigen 

i Claſſen 


V 
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Claſſen, aber zu verſchiedenen Summen) gefondert, 


jene nach fallenden, dieſe nach ſteigenden Summen⸗ 


exponenten (800. \ 

3) Die Complexionen in den einzelnen $ oriz 
zontalreihen oder Fächern hinter dem Doppel: 
ſtrich ſtellen einzelne Claſſen fúr fi, nach dem beyz 
gefuͤgten Zeiger dar. Auf die nebenſtehenden b zu⸗ 
gleich mit bezogen, ſind es diejenigen Complexionen, 
die immer eine gleiche Anzahl vorgeſetzter b ent⸗ 
halten. 5 

4) Die zuſammengehoͤrigen Elemente der Geet 
kographiſchen Ordnung aus b, e, d.., findet man 
in den Horizontalreihen (72, IV); der Glaffenbar: 
ſtellung in den Diagonalreihen (772. Die hier qc 
troffene figuͤrliche Anordnung ſtellt nehmlich y aki 
Zuſammenhang anſchaulich dar, 


5) Das Abſondern niedrigerer Gnoolutio? 
nen (beſtimmter und unbeſtimmter Summen) aus hoͤ⸗ 
hern, fo wie der Fortgang für Höhere Involu⸗ 
tionen aus den gegebenen, geſchieht mit größter 
keichtigkeit (75, 5). 


6) Die wenigen Complexionen in (74) vetiteiti 
wenn man nach einander n = 1, 2, 3, 4. U fest, 
vollkommen die Stelle der Tafel (Infin, Dignit. p. 166. 
unb Nov. Syft, Perm, p. LVII) und noch weiter, denn 
der Werth n = rr giebt auch die ſaͤmmtlichen Glafz 
fen zur Summe 11, davon in jener Tafel nichts vor⸗ 
handen iſt. Die Buchſtabencomplexion der Tab, V. 


(Infin. Dien, p, 167) aus (74) zu ſchreiben, darf man 
nur f 


4 
$ 


ſratt 


^ 
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ſtatt b, e, d, e, f, g. h, i; K, 1 (in 68) 
hier 4, & 7, N, 5 L, 2, b, s» ſetzen 

A Obſchon hier nach der Vorſchrift (76; I. II. 
folgende Complexionen und Faͤcher aus vor her⸗ 
gehenden abgeleitet werden, fo kann man gleich⸗ 
wohl jede einzelne Vertical-⸗ Horizontal- und Diago⸗ 
nalreihen und Fächer ganz independent von andern, 
außer der Ordnung, ſchaffen. Das giebt inſonder⸗ 
heit (80, 8) klar und dentlich zu erkennen, weil man 
die Complexionen jeder Claſſe und Summe unmittels 
bar darſtellen kann (55, 57, 58). 


Y 


83. 
Das zuſammen zeigt die Güte und Vortrefflich⸗ 
keit ſowohl der combinatoriſchen Methode überhaupt, 
als der Darſtellung (74) insbeſondere. Simplieitaͤt 
und Allgemeinheit bey der Entwickelung Kuͤrze und 
Deutlichkeit bey der Anordnung, Mannigfaltigkeit 
und Leichtigkeit bey der Anwendung, ſind hier aufs 
innigſte mit einander verbunden. Das iſt die von 
Hindenburg (im polynomiſchen Lehrfatz. S. 
54. Note c) verſprochene endliche Vollendung. 
Was Herr Profeſſor Kluͤgel in der dortigen Note 
von den Vorzügen der combinatoriſchen Involutio⸗ 
nen uͤberhaupt ſagt, das gilt in einem eminenten 
Grade, vornehmlich von dieſer letzten, noch mehr als 
von jeder andern in (71) nach welcher die in (74) 
im Ganzun geformt, und, mutatis mutandis, einge- 
richtet iſt. Die allgemeine Formel, deren naͤhere 
Entwickelung die Darſtellung (74) giebt, wird in Fol⸗ 


gendem vorkommen. 
' 84. 
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84. . : 

So viel ſchien mir nöthig, von ben combinato⸗ 
riſchen Operationen, vorzuͤglich den Ipvolutionen, 
im Zuſamenhange hier beyzubringen. Die Auffuͤh⸗ 
rung beſtimmter Vorſchriften fuͤr die Entwi⸗ 
ckelung und Darſtellung dieſer Operationen iſt un⸗ 
umgaͤnglich nothwendig. Sie betrift die uns 
mittelbare Anwendung der allererſten Gruͤnde der 
Sache, und darf der Willkuͤhr des Leſers nicht uͤber⸗ 

faffen bleiben. Auch wuͤrde dieſer nicht (ſelbſt nicht 
einmal der geübte Analyſt, ſogleich und auf der 
Stelle) immer die kuͤrzeſten, und fuͤr gewiſſe Abſich⸗ 
ten zunaͤchſt paſſenden Regeln und Vorſchriften out: 
finden. Auf ſolche muß man fich alfo- beziehen fòn- 
nen, unb darum muͤſſen fie dud) irgendwo deutlich 
verfaßt und beſchrieben vorhanden ſeyn. Die Sache 
(deren Nothwendigkeit gleichwohl einmal ift bezwei⸗ 
felt worden), ſo angeſehen, ſpricht fuͤr ſich ſelbſt, 
und Herr Profeſſor Kluͤgel iſt derſelben Meinung, 
Siehe die in 8z genannter Schrift S. 89). Hinterher 
kann jedem freyſtehen und es wird auch keine Schwie⸗ 
rigkeit haben, die Vorſchriften nach Gefallen fuͤr ſich 
abzuändern, nach Umſtaͤnden zu erweitern und durch 
neue zu vermehren. 

"s 35. 

Ich hoffe, die Leichtigkeit der hier angewieſenen 
Verfahren wird dem Leſer von ſelbſt einleuchten. 
Sollte aber dieſe combinatoriſche Theorie, ſo einfach 
fie an {ch ik, dem Anfänger gleichwohl verwickelt 

oer 
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ſcheinen, weil man ſie, bey der Ausdehnung, die ſie 


in der Anwendung hat, nicht mit zwey Worten ob, 


thun kann: ſo kann ich einen ſolchen nichts Paſſende⸗ 


res und Wahreres entgegenſetzen, als die Antwort, 


die Herr Hofrath Lichtenberg, in einem aͤhnlichen 
Falle, bey einer gleichfalls ſehr einfachen nur dem 
Scheine nach verwickelten „ phyſiſchen Theorie gege— 


ben hat. — „Man muß viel Worte machen, nicht, 


„weil die Theorie ſelbſt verwickelt iſt, ſondern weil 


„der Anwendungen die daraus erklaͤrt werden fónnen 


„fo viele find, Man fagt nichts anders, man men: 


»„det es nur auf etwas anders an.“ (Erxleb. Anfangsg. 


ber Naturl. $. 549. 1. S. 525) Alles fließt auch 
hier (wie dort) aus einer einzigen ſehr einfachen 
Vorausſetzung: Die Veränderungen bey rein- 
„eombinatorifchen Verrichtungen, lafen fih auf bfoz 
„ßes Anſetzen oder Beyfuͤgen, Wegnehmen oder Nb- 
„fondern „Aus- oder Umtauſchen, der vorgegebe⸗ 
„nen Elemente, zuruͤckfuͤhren (S. 239. 11.). 


Vergleichung der Zeichen für combinatoriſche Ope⸗ 
rationen; einfachſte Relationen derſelben in 
dieſen Zeichen. 
k 86. ems 
Die Zeichen felbft, fo viel deren hier aufzufuͤh— 
ren noͤthig ſchien ſind ſchon im Vorhergehenden er— 
Mär. Hier kommt es nur auf ihre Vergleichung gez 


gen einander an, und wie ſich combinatoriſche (und 


in der Folge auch analhtiſche) Güte bequem durch fie 


yer. o side 


ausdrücken laſſen. A 
() Ba: 


ne 


ber combinatoriſchen Analytik. 33 5 


(a) Variationen überhaupt, mit Wiederho⸗ 
lungen. 
Var (a b c d) impl. 
> , 87. 
J A 1 B Tr TE. TN 

(a b c d e....) : 
Die einzelnen Claſſen 4, ‘B, C... beziehen 
ſſch auf (20, a), die Involutionen ^7 auf (20, 2) in 
ſofern diefe Darſtellung Summen von Claſſen inso 
lutoriſch enthält. Die Elemente a. b, e, d, wer⸗ 
den jederzeit, als der zu bearbeitende Stoff, den Zei⸗ 

den I unb 4 B.., unten bepgefügt. 


88. 


Die Variationen gegebener Elemente enthalten 
alle Combinationen derſelben, mit allen Permutatio—⸗ 
nen. Gür jede einzelne Complexion einer Varia— 
tionsclaſſe, muͤſſen in derſelben Claſſe auch alle ihre 
Verſetzungen vorkommen. Man kann alſo wegen der 
Verſetzungen gegebener Elemente auf die Varia— 
tionselaſſen verweiſen, in denen fie enthalten 
ſind, und die beſondern Complexionen welche dieſe 
Verſetzungen zuſammen ausmachen durch den beygefuͤg— 
ten Zeiger nachweiſen. So iſt z. B. 

i "6. 
Perm.(a*b*) = Perm DER. = (aaaabbb) 


202 1112233334 — „ 
Perm. (ab 2 L— Perm.( NS seal (aaabbeece) 
Die Aufloͤſung giebt (15) wie bep dem dortigen 
Exempel (16). Sie sift nemlich eine bequeme Aufloͤ⸗ 
ſung fuͤr den Fall, Permutationen als (beſchraͤnkte 
Varia⸗ 


à 


4 


tinn alleruͤbrigen) darſtellen. Ferner 
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Variationsclaſſen zu betrachten, in welchen beſtimmte 
Elemente, aber jedes nur nach einer beſtimmten 
Anzahl, vorkommen. Das kann man ſehr bequem 
(wie hier) durch wirkliche Wiederholung der 
Elemente ausdruͤcken, welche zuſammen die erſte 
Permutationscomplexion (als die Repröſentan⸗ 


SD 
Perm. (abcd) = Perm. (2) ez (abcd) | 


Die Auflöͤſung giebt (15) unb ſteht vollendet in (17) 
auch hier hat man bequeme Auflöfungen für Varia⸗ 
tionen, aus beſtimmten Elementen zu beſtimmten 
Summen, aber ohne Wiederholungen, von 
welchen im Vorhergehenden nichts iſt beygebracht 
worden. 
d nV 
Die Complexionen von (1234) find mit unter 


denen von (1234567) enthalten, die (Infi. Dign. p. 
177) ſtehen; daß ſich alſo jene (ohne Wiederholungen 
aus dieſen (mit Wiederholungen) ausleſen ließen. 
Die angeführten Aufloͤſungen zeigen, wie man fie 
SE gradezu finden kann.“) 

(8) Co m⸗ 


) Man koͤnnte id bie Keier (wie bier die Pers 
mutationen) als beſchraͤnkte Variationen anfehen, 
deren Complexionen gut geordnet waͤren, und in die⸗ 
fer Ruͤckſicht, nur eine einzige combingtoriſche Opes 
ration die Variation, annehmen. So wahr daß au 
fib ift, unb fo ſehr das Ganze dadurch an Simplieität 
gewinnt, ſo iſt es dennoch beſſer bey dem Vortrage der 
erſten Gruͤnde der Wiſſenſchaft von dieſer Allgemeinheit 
nicht auszugehen, und drey eombinatoriſchen Opera⸗ 

tio⸗ 
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à 
(%) Eombinationen überhaupt, mit Wiederholungen. 
Comb. (a b c d) fimpl. 


s 
Y 


89. 
(8 A T." B tet DT E. 4 'N, 
(a b.c d e...) 

Die einzelnen Claſſen A,B, C., ſtehen in (31, 
die Involution J in (31, 6). Auch hier find den 
Zeichen J unb ^A, B.., die Elemente (a be d. 3 
unten beygefuͤgt (860. 


Einzelne Claſſen durch Summen von Claſ⸗ 


fen (m). 
90. 
IN = an f a A T a- ^B f an- / , T aN y 
(a bre (b c de...) 


Die Claſſen A, B, "C... giebt (31, ei nur daß man 
hier b c d... ſtatt ber dortigen a be. brauchen, 
oder die erſtern fuͤr die letztern ſetzen, muß. Die 
Beſchaffenheit, die Zahl, der Ort ber unten 
beygefuͤgten Elemente zeigt nehmlich jederzeit, was 
für Elemente die Entwickelung und Darſtellung der 
daruͤberſtehenden Claſſen zu gebrauchen. 


Fol⸗ 


tionen als beſondere ihrer Art anzuſehen, und um fo mehr, 
ba dieſe Unterſchiede beim Gebrauche häufig vorkommen. 
Beym Vortrage der Regeln hingegen, kann man auf dieſe 
Dependenz Nückficht nehmen; daher ich auch im Vorher⸗ 
gehenden die Verfahren für Variationen, denen für Coms 
binationen vorgeſetzt, der letztern Abhängigkeit von den er^ 
fern gezeigt, auch hier, wegen der Permutationen, auf 
Variationen verwieſen habe. 
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Folgende Gfaffen aus unmittelbar vorher: 
gehenden (31, 32) 
91. 
MESS -i —1 —1 —1 
N = a'N Tb/N T CN. . TY NT N 
(ab. . v.) (ab.. ) (be. ) (ed. ) ( 

Dieſe Formel enthält die Aufloͤſung (32), ſym⸗ 
boliſch dargeſtellt. Bei dieſer werden nehmlich die 
Ordnungen jeder folgenden Claſſe N, aus den Ord⸗ 


ve —I 
nungen der unmittelbar vorhergehenden ^N durch fuc 
ceſſives Borfchreiben der Buchſtaben a,b, c... gefunden 


Complexionen mit einerley End buchſtaben. 
92. - 


Q FPATOBTOT'DIT'5...T N) q 
(a be de. . ) 
Naͤmlich für den Endbuchſtaben q, durch alle 
Claſſen, von der erſten bis der nten; und ſo anch 
für andere Endbuchſtaben und Claſſen. 


Complexionen der Endbuchſtaben a b, e, d... 
nach der Reihe. 


93: 
zt -i —t 
N m an t Nb T Ne r Nd f etc.. 
(a be) ,.. (a b) (abc) (abc d) 
Für bie Complexionen jedtr einzelnen CXaffe ^N 
aus den Complexionen ber unmittefber vorhergehen— 


" meg i 4 
ben Claſſe N mit Beziehung auf die untergeſetzten 
Ele⸗ 
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Elemente (ab) oder (abe) u. ſ. w. (90) In der An- 
wer dung kommen (92, 93) weit ſeltener vor, als (go 
91). Hier ſollen ſie bloß zeigen, wie außerordentlich 
leicht ſolche Forderungen combinatoriſch ſich abthun 
laſſen. Die Formeln (90, 92) geben Beiſpiele von 
Veränderung der Elemente, in Abſicht auf Menge 
und Beſchaffenheit, wo man zugleich mit auf 
den Ort ſehen muß (99) wo fie ſtehen. Verſchiede⸗ 
ne Elemente (auch Zeiger) kommen nicht ſelten bei 
einer und derſelben Formel vor, und werden mit 
großem Rugen gebraucht. Die oben beygefüͤgten Buch— 
ſtabenelemente beziehen ſich auch hier zunaͤchſt, wie 
die Zahlenelemente bey der Aufgabe (S. 309), auf 
die durch ſie zu bezeichnenden Ordnungen. 


) Variationen zu beſtimmten Summen 
mit Wiederholungen. ` 


Var € 23.4 SE num n *) 


a h e d. 


94. 
Claſſen-Complexionen (37, 38). 
ay f C D f E.. TN 
9 2 1a 


) Bey ben Operationen zu den beſtimmten Summen 
wenn man fie auch ſchon von Zahlen unabhängig (37, Aer 
46, 49, 55, 57) darſtellen kann, muß man doch Zahlen 
und Buchſtaben, wie fie zuſammengehoͤren im Zeiger ans 
geben, weil bie Summenexponenten der Claſſen von den 
Zahlenwerthen abhangen, und bey andern Zahlen anders 
werden (79, 80); und fo muß man den Zeiger (wie 
hier in 94) von den einzelnen Elementen; Buch⸗ 
ſtaben 90, 91, 9$, 93) ober Zahlen (65, S 309} unter⸗ 
ſcheiden. Zuweilen fegt man den Zeiger wo einzelne Eles 
mente zureichten (15, 17,20, 31 anzudeuten, die Res 
geln der Operationen erſtrecken fid) gleich leicht auf beyder⸗ 
ley Elemente, 
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C 2 3 4 5 
a be de. 


ferifogtapbifde Complepionen (37, 40) 
`~ 95. 3 $ 
d dE Ke EA 
(Der Zeiger, wie vorher). 
Fuͤr mehrere Reihen p, q r, s t... nach Claſſen (44) 
i 96. 
op tor 
e = nA B f & t aD} PE ete. 
(Der Zeiger wie in 24) : 
Wegen der Lerikographiſchen Anwendung für 


DO el 


Gg ſuche man die Darftellung in (45). 


à Combinationen zu beſtimmten Summen 
mit een 


12345. 
Comb. ET SASEN ) sum. n. 


Sitten: EComplerionen (46, 472 
97- 

dea ph Ẹ C b f . EN, 
Lexikographiſche Eomplerionen (46, 48, 49,) 

! 98. EC 
TSA. TBH CT DHE. GN 

(Der Zeiger wie vorher). 

Wegen der beyderley (48, 49) aufgefuͤhrten Ler iz 
kographiſchen Formen, kann man auch das Arch. 
der Math. CD. IV. S. 397. und 409, 414) nachſehen. 
Wegen 
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Wegen der gebrauchten Zeichnung fuͤr lexikographi⸗ 
ſchen Ordnungen uͤberhaupt (Ebendaſ. S. 396 Note) 
für Faͤlle wo die Combinationsclaſſe noch mit Reiz 
henexponenten zu verſehen find, hier (53). 


Höhere Involutionen, aus naͤchſt vorherge⸗ 
henden niedrigern ) 


99. 
u eatur 
E EET Be: 
A h e d e. be de. . 
Wegen der beyden erſten Involutionen fehe 
man (46, 58), wegen der dritten, deren Zeiger 
von b (d. i. hier 2) anfängt (65. S. 209). Hieher 


gehören die drey vom Profeſſor Kluͤgel Der polyn. 
Lehrſatz S. 61.) aufgeführten Beyſpiele. 


Hoͤhere 


) Von einer andern Zufammenſetzung höherer Involutionen 
aus niedrigern, wo der Zeiger mehrmals verändert wird 
(Arch. der Math. H. IV. S. 41$, d) - Statt des dorti⸗ 
gen [JL] muß das hieſige J. geſetzt werden, welches 
damals bey dem Drucke nicht zur Hand war. Dieſer Um: 
fand hat veranlaßt; daß der Analogie wegen (Ehend.) 
«ud [Js] geſetzt werden mußte, wo das hieſige J 
allein hinreichend geweſen waͤre. Eben ſo iſt in Heren von 
Praſſens Abhandlung (ufus Log. in Theoria Equatio- 
num Lipſia 1793) aus Mangel der zugehörigen Typen 
überall] und Frat F und F geſetzt werden. Dies 
ſes zu erinnern iſt noͤthig theils um Anſtoß zu vermeiden, 
theils aber auch, weil die Beibehaltung derſelben 
Zeichen nirgends ſo unerlaßlich, nothwendig 
nnd wichtig it, als bei der eombinatoriſchen Analyſis 
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Hoͤhere Involutionen aus Summen der nie⸗ 
drigern (S. 320, v). 


100. 
eq — gn-x apaa ge quee = Ta? 2i 
12:3 h x 234 56: 
va b.c d SSC DG 
Lexikographiſche Darſtellung der E EE 
Formel. 
101. 
aa. Sie ordnet die Glieder ſo, daß die 
au- ab Complexionen aus bcd... die gleich⸗ 
RAS 3 viel a vor fid haben, in eine hori⸗ 
SA e! jzontale Reihe fallen. Für ben Zeiz 


S. 321. 
I d SE ger (182-- E) gehen die Complexio⸗ 
nen, neben den Wiederholungen von a, in ſteigen⸗ 
der Summe 1,2,3,4 ,... fort; mit den Wiederho— 
lungen von a verbunden, geben ſie durchaus die 
Summe n. Die b, e d... der Darſtellung (S. 321) 
find hier mit a, b,... verwechſelt. Gür n = wären 
hier (don alle Complegionen für J vorhanden. 
Einzelne Klaſſen durch Summen von Klaf: 

fen. (Nov. Syſt. p. LV. 9.) 


102. 
n = an-Y vA + an-2 vB T an- VC... T an-mvM 
12 4425 E234... 
: (bd: (ire de...) 
Dieſe Formel (mit Binomial⸗ und Polynomial⸗Coef⸗ 
figienten verſehen wie fe für die Dignitäten des Poz 
dci paßt) ſteht in der oben angezeigten Stelle 


nr 
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Hindenbuͤrgiſchen Schrift. Hier habe ich bloß n und 
v verwechfelt, um n und N auf einer ley Zahlenwerth 
zu ſetzen. Das allgemeine mte Glied ift hier an-m vM, 
Sobald n oder v (oder beydes zugleich) = m werden, 
bricht die Formel mit dieſem Gliede ab. 
Fuͤr "D wie N = D, alfo n = 4, unb 
(Iiis) » 4 = 10 folglich v = 6 
alfo "D = a' "A T a* Bf 3* Of "D 
3 — 
vollkommen fo, wie S. 305. 
Eben fo faͤnde man den Werth für "E, wie 
S. 306. , 
Involutoriſche Claſſendarſtellung der vo 
rigen Formel. i 


103. 
a1 2 mew PM mon 
gan- 2 b an-2 A 
an- 3 c an- ?A 
an-4 [d,b* an-4 [A, °B 
an-s 92 an-s PA éi 
u. f. w. 324. u. f. w. S. 329, 8 


Der Zeiger fuͤr die Klaſſen A, A. . . B, B. .. u. f. w. 
ift : el A. = Auch hier find die b, c, d... (in 74 


und em S mit a, b, c... verwechſelt worden. Die 
einzelnen Claſſen liegen in den Diagonalen nieder⸗ 
waͤrts (77) und ſo kommt hier die Sege von n 
mit der in Croz) nicht überein. 


(0 Ber: 
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() Verſchiedene Relationen der Variatie, 
nen und Combinationen, mit und ohne 


Summenexponenten. 
Pariat. ohne und mit Combin. ohne und mit 
Summenexponenten. Summenexponenten. 
N AS AT AT A 
B=°’B+°B Ce 5 = *B T B t ^B 
= LEE E Ed EE 
KH D Dr DT 
106. 


Die Summe in (104) gis. 
TLLA PEE E EL 


per AE 
1 5 ]* B t ?B * *B...| — CAN 
+C P4 C UC c. TE itCATByOl 
; Tete.) Kë 2 L P WE e / 
Die Summe ín (105) giebt 
107. 
Al 


1 
A si n 
11 RHPH EH o 
u es di 

Eben fo if, bey meh €— P455... (24, 25) 


108. 
P p P: "ep P 
ʻA = "A F °A F 4714 T ete. 


Zen, X E 
D 

8 = SC Ct "Cl etc. 
Die Summe aus (321) giebt. 


` 
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' 


109. 
41 BTI. PEE 

+ CA T d t *C) Tete, 
Variatioen an fid unb Combinationen. 


110. 
Fuͤr A = aA iſt AT ETC T 
B = B4B == 
e 4A Tb BTO T SEN 
Die Variationen find nemlich nichts anders als 
Combinationen, mit allen Verſetzungen der Elemente 
in den einzelnen Complexionen. Wo alſo die Verſe— 
tzungen, (wie bey die Faktoren der Produkte) nichts 
verſchiedenes geben, darf man fie nur überhaupt zaͤh⸗ 
len, und ihre Zahl den zugehoͤrigen Combinations- 
Complexionen, welche die übrigen repraͤſentiren, 
beyfuͤgen. Das geſchieht durch die Ver fegun gs za hz 
len a, b, c... (Nov. Syft. Perm. p. IX. 24 unb XL, 10) 
derensWerth für jede Gomplerion gegeben ifte (Ebend. 
p. XXIV. 23. und hier S. 321; 1, 2) 


Combinationen mit und ohne Summen er 


ponenten. 
111. 
aA zz Q'À T aA t AT aA. . 
bB = bes T b7B T bB. 
€'C za CG T Eng 
d D À Da ESA 
2 4 re 


Die Summe (aus 111) giebt 
4 112. 
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112. 
aA T B A e T.. SAA Fa’: ep 
T (aA T b'ß T Co 1. 
Tür die Faͤlle wo ^4 = aA, B zz bb u. f. w. (110) 
iſt auch 
: 113. 
AT BTO FT... aA (aA. T bB) 
. T (AF b'B F c'. 
H erh 114. 
Dieſe Formeln und Vergleichungen, wenn man 
einmal die Bedeutung der dabey vorkommenden come 
binatoriſchen Zeichen gut inne hat, ſind ſo leicht, 
daß man fie nur zu ſehen braucht, um fie fogleich 
durch zuſehen. 

Da hier überall keine andern Complexionen als 
ſolche vorkommen, bey denen Wiederholungen verſtat— 
tet find, fo war es nicht noͤthig, ſolches hier mit an: 
zumerken. In andern Faͤllen darf man nur die Buch⸗ 
ſtaben a. r. (admiſſis repetitionibus oder o. r. (omisſis 
repetitionibus) beyfuͤgen und z. B. ſchreiben. 

Var. (a b c d...) ſimpl. a. r. 
Var, (a b c d...) fimpl. o. r. 


ll Die unmittelbarſte Anwendung der Com: 
binationslehre zeigt fid bey dem allge 
meinen Produften z und Potenzen⸗ 
probleme der Reihen. 


115. 
Die  Combinar/ón&felce beutet überhaupt die in 
beten Ordnung gegebenen Dinge ober Elemente 
durch 
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durch die Folge der Zahlen 1 2 3 4... oder der Buch⸗ 
ſtaben a b cd... an. Bey der Verbindung dieſer 
Elemente zu einer zufammenzefeßten Ganzen, abftraz 
hirt ſie von aller Bedeutung und betrachtet z. B. die 
Complexionen ab und ba als bloße Reben einan⸗ 
derſtellungen der beyden Dinge a, b noch mit dem 
Unterſchiede, daß in ab das Element a die erſte und 
b die zweyte Stelle einnimmt, welches bei ba ums 
gekehrt ſich verhält, ; 


116. 


Bey dem Gebrauche bet Combinationslehre out: 
ſerhalb ihren Grenzen hingegen, muß man wiſſen 
was für Dinge die a, b., d.. bezeichnen, muß die Vez 
ſchaffenheit dieſer Dinge und welche Beziehung 
ſie auf einander haben, genauer kennen. In der Hin⸗ 
denbuͤrgiſchen Schrift (Nov. 37ft. Perm. p. XXV. XXVI.) 
ſind mehrere Anwendungen der Combinationslehre auf 
verſchiedene Kuͤnſte und Wiſſenſchaften in der Kuͤrze und 
nur überhaupt angegeben. Hier genügt es bey derje⸗ 
nigen Wiſſenſchaft ſtehn zu bleiben, welche an der N 
wohlthaͤtigen Einwirkung der Combinationslehre den 
uumittelbarſten Antheil nimmt, den groͤßten 
Vortheil davon zieht und gleichwohl bisher von 
dieſer Seite faſt ganz uͤberſehen worden iſt — der 
Anglyſis. 


"ir^ 
Läßt man bie Buchſtaben a,b, c... allgemein aus: : 
gedruͤckte Größen oder Zahlen bedeuten, ſo darf 
nur noch angegeben werden, wie man ihre Verbin: 
dungen ab, abe u. d. gl. zu nehmen habe. An fih, 
nem⸗ 
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nemlich kann ab in arithmetiſcher Bedeutung eben fo 
wohl a T b als a — b unb a.b und a: b und ab 


a 

unb vb u. f. tv; ausdruͤcken. Schraͤnkt man aber 
ſo lange nichts anders erinnert wird — die Bedeu⸗ 
tung der (für fic oder in Beziehung auf Zahlen im 
Zeiger) gegebenen Elemente a, b, e, d... auf a r b 
toet d. . u. ihre Verbindungem ab, abe, a’b.,. auf 
a.b, a. b. c, a. a. b (d. i. a^b)... ein, fo entſtehen l daz 
durch Produkte aus einzelnen Faktoren, die 
Wiederholungsexponenten (59) verwandeln fich in P oz 
tenzerponenten, und die im vorhergehenden anz 
geführten bloß combinatoriſchen Formeln uud Nela— 
tionen zuſammengehoͤriger Dinge oder Elemente uͤber⸗ 
haupt, erhalten dadurch ſogleich beſtimmte arith⸗ 
metiſche oder algebraiſche Bedeutung. 


118. 


Für die Anwendung dieſer und anderer combi— 
natoriſchen Formeln und Relationen auf die Analy— 
fis, ift alfo nur noch übrig nachzuweiſen, bey was für 
analytiſchen Problemen fie vorkommen; überhaupt — 
wo und wie ſie zu gebrauchen, und im Calkul einzu⸗ 
fuͤhren find. Das nennt Hindenburg, ſtatt der alge⸗ 
braiſchen und tranſzendentiſchen (oft ſehr verwickelten 
und ſchweren) Operationen, die gleichguͤltigen (einfachern 
und leichtern) combinatoriſchen ſetzen, und benutzen. 
Das von Hindenburg hieber eingefuͤhrte Verfahren, iſt 
ſowohl in Abſicht auf Entwickelung als Darſtellung, 
von dem gewöhnlichen weſent lich unterſchieden; das 
her auch die Einführung jener Operationen Dart diez 

f ſer 
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fer, in der Erklarung namentlich vorkommt, bie Hinz 
denburg ohnlaͤngſt von ber combinatoriſchen Ana⸗ 
lyſis gegeben hat. (Arch. der Math. H. IV. S. 423). 


119. 

Die Hindenbuͤrgiſchen Combinationszeichen ſind 
uͤbrigens ſo geformt, ihre Zuſammenſetzung ſo einge⸗ 
gerichtet, daß ſie das, wofuͤr ſie gebraucht werden, 
nicht nur aufs deutlichſte anzeigen, ſondern auch alle 
andere nicht combinatoriſche Veranderungen fi) bei 
ihnen anbringen, und durch ſie nachweiſen laſſen. 
Sie koͤnnen daher auch andere, von ihnen ganz bere 
ſchiedene Methoden leichter angepaßt werden, als 
man dem erſten Anſehen nach vermuthen ſollte. Daß 
man dabey etwas neues lernen muͤſſe, was man bigz 
her noch nicht gewußt und in Ausuͤbung gebracht hat, 
ift freilich eine nothwendige Bedingung, die man (id) 
aber gerne wird gefallen laſſen, wenn man eines 
theils ſieht, wie leicht dieſer combinatoriſche Kalkul 
ift, anderntheils, welche Schwierigkeiten anderer Mez 
thoden hierbei umgegangen werden. Nach einer von 
Herrn Hofrath Käftner bey ganz anderer Gele- 
genheit ) gethanen Aeußerung zu urtheilen, gehoͤrt 
die Hindenbuͤrgiſchen Combinationsmethode offenbar 
zu den leichteſten; wenn man mit dieſem vortref⸗ 
lichen Mathematiker, diejenigen Verfahren uͤberhaupt 
leicht nennt, wodurch man das Geſuchte leicht finz 
det, Vë man auch zuvor Hun was nicht ganz 

leicht 


) Bei einigen von Herrn Profeſſor Buck bekannt ge mach⸗ 
ten neuen Auſtoͤſungen einiger ſchweren trigonometriſchen 
Aufgaben. (Káin, Eb, Trigon. Satz 15.) 


H 
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leicht war, haben erlernen muͤſſen. Das, was man 
hier zu lernen hat, hat aber auch nicht einmal den 
Anſtrich von Schwierigkeit: es iſt leichter als alles, 
was man ſich nur immer leichtes denken mag. Das 
kann und wird vielleicht jedem Leſer, der noch gar 
nichts von der Sache weiß, und von ungefaͤhr auf 
dieſe Stelle trift, unglaublich ſcheinen — es iſt den⸗ 
noch buchſtaͤblich wahr. 


f 120. 

Wie fih Hindenburg bey dieſer Anwendung der 
Combinationslehre, zinsbeſondere bey den allgemeinen 
Potenzen und Produftenprobleme, von denen porz 
nemlich hier die Rede iſt anfaͤnglich verhalten hat, 
erhellet aus Infin, Den, (F. XXI — XXIII, XXV und 
XXVII). Bekanntlich geraͤth man nicht gleich zuerſt 
auf den kuͤrzeſten natuͤrlichſten Weg, und fo hat freiz 

lich die Sache nachher ein ganz anderes Anſehen ge— 
wonnen. Alles iſt nachher (wie Hindenburg bereits 
im Archiv der Math. H. 1. S. r4. in der Rote erinnert 
hat) aufs moͤglichſte fimplifiziet, alles auf rein- combina- 
toriſche Begriffe gegründet, und ſowohl die Hülfs- 
als andere daraus abgeleiteten Saͤtze in den ſtreng⸗ 
ſten ſyſtematiſchen Zuſammenhang gebracht worden. 
Ein Beiſpiel davon mag die, auf dem Titel der 
Schrift der polyn. Lehrfag angegebene, neue 
Bearbeitung der obgenannten allgemeinen Potenzen 
und Produktenprobleme darſtellen. Beyde Aufgaben wer⸗ 
den, wie man finden wird, aus dem combinatori⸗ 
ſchen Boden in den analytiſchen gleichſam nur verz 
pflanzt, — lafen fih aus dem Gebiete der einen 

Wiſ⸗ 
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Wiſſenſchaft unmittelbar in das andere beküͤber⸗ 
bringen. de 


121. 


Aufgabe. Es find mehrere Reihen 2 
a F breed Te. =p 
ATBTETD TEN Bed 
aTbTcectTbtfeo..zr 
u. f w. KE 
gegeben, man verlangt die Produkte von zwey, drey, 
vier ... m dieſer Reihen, von den vorhergehenden 
niedrigen Produkten unabhaͤngig. 


122. 


: Aufloͤſung. Diefe geben die „ 
Bee Nach ihnen A 


rop 

dp = 7B DE Es 7G 

1 tsrq 

srap = = ..tstop = 
Der Zeiger ift hier wie in (5 

Die Entwickelung dieſer Claſſen nach (2g, «) aiebt 
ein, Produft nad) dem andern, jedes folgende aus bem 
naͤchſtvorhergehenden; die Anordnung nach (25, 8) 
giebt jedes verlangte Produkt fuͤr ſich, und man hat, 
wegen der Involution, nicht noͤthig, die vorherge— 
henden für die folgenden erſt beſonders abzuſetzen (22) 


123. 
Beweis. Man findet idas Produkt qp, wenn 


man die einzeinen Glieder der Reihe q den einzelnen 
Glie⸗ 
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Glieder von p nach und nach vorſchreibt, und die fo 
entſtehenden Produkte zuſammen addirt. Daraus fin⸗ 
det man weiter rgp, wenn man mit den einzelnen 
Gliedern von r und qp eben fo verfaͤhrt, wie vorher 
mit den Gliedern von q und p u. f. w. Das ift, wenn 
man die einzelnen Dinge der Reihen p, q, r, s... als 
Faktoren betrachtet, und die Produkte aus ihnen auf 
eben die Art claſſenweiſe ſucht, wie in (25, «, 8) 
die Variationen der gegebenen Elemente der einzel- 
nen Reihen. i 


124. 

Aufgabe. Es find mehrere Reihen 

1 ͤ 2 3 » 5 

a T bz T cz’ + dz? i =p 

AT BZ T C F Dz TEA“ Sg 

a t bz qut ide dert s emt 
Se? d w. 125 

gegeben: man verlangt das allgemeine (n T Dte 
Glied der Produkte von zwey, drey, vier .. m dies 
fer Reihen von den vorhergehenden niedrigern Pro, 
dukten und Gliedern unabhaͤngig. 
125. 
Auflöſung. Dieſe geben die e 

Ga, 55), nach SC it ; 


` (q) It) = 2-2 ae; (gp) (nf = nes Cm 


stdp : ...tsrgp 
(dp) ME) e 27 4Dzn; (. „tsrgp)KaTI)=a-ın Mau. 
(Der Zeiger ift hier, wie in 124) 
a Hier 
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Hier giebt (44) eine Claſſe nach der andern, (55) ` 
jede fuͤr ſich außer der Ordnung; nur muß man bey 
(55) in die letzte Vertikalreihe die Buchſtaben aus p 
(wie auch hier ſchon ſtehen), in die vorletzten Buch⸗ 
ſtaben aus q in die darauf folgende die Buchſtaben 
aus r u. f. w., das ift, eben dieſelben Buchſtaben dem 
Nahmen nach, als in (ss) bereits ſtehen, nur aus 
andern Alphabeten ſetzen (24). So wie in (55) "D 
gefunden worden, ſo kann man aug jede andere ` 
Claſſe De finden. 


1220. 


Beweis. Daß für bie (n-Fi)ten Glieder der 
Produkte Aus zwei, drei, vier... m Reihen immer zu 
kommen muͤſſe, ift für fi klar. Nun fangen die 
Verbindungen der Coeffizienten, bei zwei Reihen qp 


"pero RT. E 8 S 
von *B bei drei Reihen rop von C, bei vier Reihen 


é S 
srgp von D an, unb gehen bei ihnen bie Summenz 
erponenten nach ber Drdnung der natürlichen Zahlen 
fort, (108). Folglich gehören für die (n ren Gite: ` 
der der Produkte der Reihen, die Variationsklaſſen 
fuͤr die Coeffizienten und die Potenzen zu ſo zuſam⸗ 
men, wie in (115) iſt angegeben worden. 


\ 127. 


Setzt man in die allgemeinen (nfı)ten Glieder 
nach unb mad n = o, 1, 2, 3, 4... fo findet man 
dieſer Produkte einzelne Glieder nach der Ordnung 

Ng 


3 gp = 
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gp qp qp qp 
dy = B T B T "Pet B T 
op rap rop op, 
tgp = C T C2 T "Ce? OPE Cb: 
srgp — srüp srqp srup 
sdpes*D:T. 4D T. Dz- T "Det! e. 
.tsrpq 


setärgp us seo Eq 
. tsrqp ez mH t SELMA T 2M T m 3 Ma Tias 
128. 
Die Entwickelung von Produkten bet Reihen 
ſolcher combinatoriſchen Formeln (122, 125, 129) ift 
as leicht. Die einzelnen Glieder derfelben weit fortges 
fest, findet man in Hindenburgs Tafel (Nov, ! 
eet, Perm, p. LXIX. fep.) Ich habe hier für die Reis 
hen (124) die einfachſten in Abficht auf die Exponen⸗ 
ten gewaͤhlt, weil das fuͤr jede andern Exponenten 
hinreichend ift (139, 140). In der Hindenbuͤrgiſchen 
eben angefuͤhrten Tafel ſind fuͤr die Exponenten der 
z in den Reihen die allgemeinen Progreſſionen ret? 
pT23...5 „% d, a. . . u. f. w. geſetzt worden. Die 
Urſache, und von den Vortheilen einer ſolchen Anz 
nahme, ſehe man Toepf. comb. Anal. Vorr. S. 
XI. — XIII. u. S. 162, 189. 


TM 129. 
Aufgabe. Es iſt bie Reihe 
m a T bz te F du Fe 1 e 
Hund die ganze pofitioe Zahl m gegeben: man vers 
langt das allgemeine (n F Die Glied der Potenz em 
von den vorhergehenden Gliedern unabhaͤngig. 


Vë w 


130. 
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130 


Auflöſung. Sie ift in der Formel: 
pm 7 (n T 1) = m min Man 


C 2 2 EU 

ab SCH 

enthalten. Hier ijt die Combinationsklaſſe m aus (46, 
55) mit der Verfeßungszahl m verbunden (110). 


7 131. N 

Beweis. Die Reihe p (129) m mal geſetzt und 

in ſich multiplizirt wuͤrde nach und nach alle Poten— 

zen von p, bis mit ber geſuchten mten geben. Waͤ⸗ 

ren nun die m Faktoren nicht (wie hier) einerley, fonz 

dern alle verſchieden, wie pa,r... in (124) fo wäre 
das (atate Glied ihres Produkts, das SC 


C ..tsrqp)1(n t 1) e VAN 

Da aber hier pe d =r S S t=. D 
kommen in ihrem Produkte unter den Complexionen 
(Binionen, Ternionen, Quaternionen ... mtíonen) der 
Coeffizienten der gegebenen Reihe, mehrere vor, die, 
der Zahl und Art nach eben dieſelben, nur verſchie— 
dentlich verſetzte Buchſtaben enthalten, folglich (als 
Produkte derſelben Faktoren, nur in verſchiedner Ord— 
nung und Lage) nicht verſchieden ſind. Dieſe duͤrfen 
alſo nur uͤberhaupt gezählt, und ihre Zahl (die 
Verſetzungszahl) den zugehörigen Combinations 
complexionen, welche die übrigen vepräfentiren, 
nach der Erinnerung (110) beygefuͤgt werden, dadurch 
verwandelt fid) das obige MHM in m mM (wo m 
die DEN ober der polynomialcoeffizient der 
32 eins 
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einzelnen Complexionen der Combinationsklaſſo M ift) 
und ſo kommt, 

pm (ön T D) = m mine 
mit dem Zeiger wie in (130), 


132. 

Die einzelnen Glieder fuͤr pm nach der Reihe zu 
finden, darf man nur n = o, I, 2, 2, 4... nach ein⸗ 
ander ſetzen. Das giebt: i 

pm = m"M + mmfıMz T mms Mz +... 
daraus folgt m = 1,2,3,4... alfo M = A, B, C, D. 
unb m = a, b, e, d... nach und nach geſetzt: 
p' c aA T a^Az T aA T a*Az T. s, 
p’ = b°B + b’Bz T b^pz* + (REM + 
p zoe Tos p T 
E) € $ z á 
71 234. 
€ froe 
CS 133. 

Ich habe von den Combinationen in (46) bier 
(131, 132) nur die Claſſeninvolutionen ausgehoben, 
und die Verſetzungszahlen a, b, c... zu den einzelnen 
Claſſen geſetzt. In (46) werden die Claſſen, eine aus 
der andern hergeleitet. Wie jede Claſſe unabhaͤngig 
(wie hier vornemlich verlangt wird) gefunden werden 
koͤnne, zeigt (55) an dem Beyſpiele von "D ganz all⸗ 
gemein. i 


» 


134. 
Aufgabe. Die Reihe (120). 
a 1 bz T cz f dz ett. 


auf 
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auf die Potenz des Exponenten m zu erheben, die 

Zahl m mag eine ganze oder gebrochene, poſitive 

oder negative Zahl ſeyn. 
135. 

Auflöfune. Das erſte Glied von pm ift am 

und das nete oder 
pm (n T 1) = (MYan-ı anA F mBam- 2 bag $T 
mCam- 3 oi... T Namen gN ien, 
Bu. eos 
bbc sd ao 

Die hier gebrauchten Zeichen find aus bem Bors 

hergehenden ſchon bekannt. 
136. 

Beweis. Man ſetze die Reihe (134) p = atz. 
Der binomiſche Lehrſatz giebt ſodann fuͤr jedes m, 
pm = am T mA am- 177 T m$Sa3m-27? m($3m-237*.. 
Die Potenzen *, 2% 2^... giebt (132); darnach iſt 

Z* e A F aA F os, bk an. 

Z? = b^Bz* + DBZ... baten, 

SC CCZ e 

E F 
, b, rd is : 
(Man bekommt nemlich hier gleich in bie erſten Gftez 
der Potenzen von Z die Potenzen z", z^, z^... weil 
hier 2 = bz T cz... gleidh im erſten. Gliede z 
hat, welches fi bey p = a T bz... in (132) 
anders verhaͤlt). Nimmt man nun alle Glieder in 
denen za vorkommt mit den zugehörigen Binomial⸗ 
coeffizienten und Potenzen von a (nach dem obigen 
vermittelſt der VBinomialformel ausgedruͤckten Werthe 


von p?) zuſammen; denn dieſe machen mit einander 
das 


į 


/ 
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N i 
das geſuchte (ntr)te Glied aus, am als das erſte ge- 
zählt: ſo erhaͤlt man die Formel wie ſie in (135) ſteht. 


137. 
Die einzelnen Glieder für pm (134) nach dem 
erſten am zu finden, darf man nur in dem allgemei— 


nen Gliede (135) nach und nach n = , 2, 3, 4 


ſetzen. Das giebt pn = am 
T mAam- x q*Az* 
: + (m3am-ra?A p mBam-z h’B)z* 
- (n3Mam-rq]A F mBam-2 bb T Cam- c' Ch 


p A EL. dad ore G ae Den NU P 
11 We 217 
b e vd es 
138. 


Auf gabe. Die Reihe 
tiere Aare FF ru p 
auf bie Potenz des Exponenten m zu erheben, 


139. 


Aufloöͤſung.“ 1) wenn m eine ganze pofitive 
Zahl ift. Dann iſt pm7(n T 1) = m miM 
alfo pm = mmM T m mtıM 
T m mra Mu. m M 
und p* aA T aA A en T oeh, e & 
opes bB t bB BUB rd... = b 
p Ss CG ke keng T CO... e 


2 2 
D D S z 7 2 


C 253 4 85. 
q idus 
3) wenn 
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2) wenn m eine ganze oder pi, po: 
ſitive oder negative Zahl ift, fo ift 
pm 7 (n 1 = m amn yN 
und pm am mAam- T aA m Bam- 2 HBP mQam-5 
. 
(b e d e f...) 


140. 
Beweis. So wie die Reihe (129) fib in di, 
gegebene (138) verwandelt, wenn man in jener z= I 
ſetzt, eben ſo findet man durch dieſe Subſtitution in 
den Formeln (130, 132) mit Zuziehung von (110) die 
Foimeln für (138, 1) und gleichergeſtalt die, in (339, 
2) wenn man z = in die Formel für pm (137) 
ſetzt, und die Glieder, wie ſie nach dem dortigen 
Ausdrucke ſenkrecht untereinander kommen, nach (111) 

ſummirt, und durch a/A, Wb, cC, .. ^N ausdruͤckt. 


141. 
Sie (140) ift die Potenz m der Reihe a T b T 
e | d f... aus jener ber Reihe a p bz Tea 1 dz. T. 
vbgeleitet worden. Man hätte jene, eben fo wie dies 
fe ganz independent behandeln fónnen, ich habe aber 
den eingeſchlagenen Weg, der Kürze wegen, vorgezo— 
gen habe auch bei den Potenzen wie bey den Produk— 
ten (228) die am einfachſten ausgedruͤckte Reihe a T 
ba T ez. .. zum Grunde gelegt. Hindenburgs Fors 
meln für Potenzen (Nov, Sylt: Perm. p. LIV, 7, 8) bes 
ziehen ſich auf die am allgemeinſte n Reiz 
be (128) 


142. 
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Es iſt nuͤtzlich die Vergleichung der Lokalzeichen 
‚für Potenzen mit den combinatoriſchen, etwas näher 
nachzuweiſen, welches am füglihften durch die Forz 
meln (30, 135) geſchehen kann, bey denen, wenn 
man bloß die Koeffizienten ohne den Faktor iza bez 
trachtet, der Lokalausdruck pu en 1) in p» x Gio 
ſich Ne 
143. 
Daraus und aus (130) folgt fúr ganze poſitive 
Zahlen m 5 i 
pemp) a Ko p'*(n T2 S ensE 
p; * FI) = bare An A A : 
p (nf) ot pm (n T U) = mamm 
p "nina = D"ID | p? (- m = mM 
123456. 2 
7 G Des ee 
144. 
Eben fo folgt aus (142 und 135) für jeden Werth 
von m 
pm et = am 
pm 52 = m9[am-t a 
pm 3 = mA am- aA A mad b’B 
e * 4 mam aA Bam b’B Tm gam- 3070 
H D H 2 e S 
m a (I) = (dem Coeffigienten von zu in 135) 
e 12345... 
abede fi 
Die 
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Die in (143 und 144) unter den Formeln beygefuͤg⸗ 
ten Nachweiſungen zeigen 1) die Eoeffizienten abe, .. 
der Reihe p, unb 2) was für Zahlenwerthe denſelben 
Claſſencomplexionen zukommen. 


145. | 

Solche Vergleichungen der beyderley (lofalz und 
eombinatorifchen) Zeichen und Formeln find wichtig, 
weil jene, als Stellvertreter der letztern wegen ihrer 
ſigniſtkanten Kuͤrze, waͤhrend des Caleuls, und ſelbſt 
in den Formeln für die Endreſultate haufig gebraucht 
werden. Sie knuͤpfen gleichſam das Band zwiſchen 
der gewoͤhnlichen und der combinatoriſchen Analyſis, 
unb man kann, wenn die Relation zwiſchen beyden 
gegeben ift, ſogleich aus den Lokalausdruͤcken in die 
combinatoriſchen, und aus dieſen in die der gewoͤhn— 
lichen algebraiſchen Sprache uͤbergehn. Von ſolchen ; 
Relationen für Potenzen, wie hier (Nov. Syft, Perm. 
p. LI. und die dortigen Exempel p. Lf. und LIL) für 
Produkte (Ebendaſ. b. LU. LII). 

145. 

Nun fep aud) m in (144) eine ganz poſitive Zahl: 
fo geben die beyden Werthe von pmx (n F 1) in, 
(143, 144 oder 135) einander gleich geſetzt, folgende 
Relation: d 

maa = yY am- 1 ang $ mg am- jsp 

Cam- s cn T. . 
T 2 8 TA G FA. 
11 bed e SC * 


Sie 
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Die Gfieber rechter Hand brechen mit demjenigen 
ab, wo zuerſt die Zahl des Binomialcoeffizienten 
fo groß, wie moder die Klaſſe fo groß wie n ift. Die 
ſe Formel giebt einzelne hoͤhere Claſſen der Po— 
tenzen, durch Summen von niedrigern Claſſen. 
Auf aͤhnliche Art hat ſie Hindenburg bereits (Nov. 
Syſt. Perm. p. LV. 9) hergeleitet. Man vergleiche 
hier (102). : 


147. 

Die Buchſtaben m, m, M beftimmen einander 
dergeſtalt, daß ein Werth des einen dic ähnlichen 
Werthe der beyden andern feſtgeſetzt. Hier moͤgen 
Zahlenwerthe für m angenommen, die Werthe der m 
und M beſtimmen. 

Fuͤl mær wird antt A= Ya mA 
bn+2 B= Ya anA t Ba paR 


? m-—2 2 

z m=3 ens Cz Aab Ba' bag. Ca' cu 
2; mz4 duft D Aa an Ba' bag /f Da dad 
2 m=5 = ts E= Matana Ba bug r Ga? en 


[E 2:3 U 234. 
a b c... M bc om 
Eben fo laffen fih Werthe für n beftimmen (Nor. 
Sykt. Perm. p. LV. 10.) 
Súr nE wären = ro, alfo fáme 
e" Ez 9fa*a'^A153Sa'0" BE" Ga^c "CP Da b" DE Ga et 
Gen. babe.) 
Man vergleiche (60, S. 306) d das Exempel (Nov, 
Syft, Perm, p. LVI, II. g 


e 348 
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148. | 
dehrſatz. Aus ben Reihen p, qı s, s... (122). 


Potenzen, nach der Ordnung. 
pe = Pist T opteazt Topaz T para: 
gb = qWer T gbe22" T q*«yz^ T q5»gz... 
re rent kees? Cp r032? T rez. 
sd = Stat + osdeaz I osdeaz* f. sd: 

folgt das allgemeine (n T rte Glied, 


J. Fuͤr das Produkt aus zwey Potenzen. 
bp a 


(r yen F D = aben 

bpa „gbpa,. bqa 

- pa qbpa, q 9 
alfo de IAE vl . t 952 Tee 

1 2 3 a : 

e BS e mE 

? qh^xI q qb x3 ; q 4. j 
wenn man in dem allgemeinen Gliede, o, r, 2, 3... 

nach und nach fuͤr n ſetzt. 


II. Fuͤr das Produkt aus drey Potenzen. 


dp a 
(re q^ pa) (n F * = SaS 
S , reqbpa EE x3 ren s 
alfo reqbpa = 7C T 'Cz t'Cz' T C T.. 
I 2 3 4 
pax T pe x2 pa 3 pas. 
qbe I  g’x2 gbx3 4b 
Urt re x2 16 x3 re Aese 
wenn man in dem allgemeinen Gliede o, 1, 2, 3 nach 
und nach fürn fett. 


HI. 
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III. Fuͤr d das Produkt aus m Potenzen. 
, sdreqbpa 
C... Sdreqbpa) Ilm T r) = ntm Maza- 
„..särcabp® . . Sdregbpa „,.sdregbp® 
. reqbpa = mH + MTA TE mM T 


Der Zeiger enthält die Coefftzienten nach der Ordnung 
aller m. Potenzreizen, wie fie in (148) ſtehen 
Auch hier kommt der Ausdruck fuͤr die einzelnen 
Glieder aus dem allgemeinen, wenn man o, T, 2, 3. 
nach und nach für n ſetzt. e 


! 149. vasi 

Beweis. So vielfach, und zuſammengeſetzt der 
Lehrſatz (148) auch an fib tft, fo leicht ift gleichwohl 
der combinatoriſchen Beweis deſſelben hier an dieſer 
Stelle. ; 
Daß die | Variationsklaſſen B, C... M kommen 
muͤſſen, echellet daraus, daß zwey, drei .. m Reihen 
(wie hier in 149) in einander multiplizirt, alle Bi: 
nionen, Ternionen . mtionen ihrer Coeffizien⸗ 
ten geben (125, 131) und weil diefe (nach dem Zeiz 
ger) alle von 1 an nach der Ordnung gezaͤhlt werz 
den, ſo faͤngt B mit dem Summenerponen 2 
und C mit 3... und M mit m an, und gehen die⸗ 
ſelben nach der Ordnung der naturlichen Zahlen fort. 
Daher fuͤr die (n F Dtén Glieder oder Coeffizienten 
nothwendig »ta B, 33C... „ kommen muͤſſen. 
Der Fortgang für die Potenzexponenten o, I, 
3... von 2 iſt für fih klar, und fo kommt uͤberall 
20 für die (n T (ten Glieder. Die beygefuͤgten Zei 


ger anlaugend, fo darf man darinnen pat, p!a2... 
gba, 
* 
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qbaf, q*z2... U. f. w. als bekannt vorausſetzen, weil 
die Reihenp,gs,s gegeben find und nach Hindenburgs 
(lokal und combinatoriſchen) Potenzformeln die 
par (n f D, q*»(n T u. f. w. durch pe (u + 1), 
q»(n T D u. ſ. w. fih ausdrucken lafen. Die Con: 
ſtruktion der Variationsklaſſen mittelft der beygefdg⸗ 
ten Zeichen, haͤngt von Tab. IV. (Nov. Syſt. Perm. p. 
LX) ab, ín fo fern man fich die Complexionen nach 
. (20, 25) nicht felbft machen will, 

Auf dieſer und ähnlichen Vorausſetzungen beru- 
hen die fo nützlichen Reduktionen der Prodleme auf 
einander, der zuſammengeſetztern, auf die einfachern, 
davon Herr Prof. Pfaff in ſeinen beyden Abhand— 
lungen Der polyn, Leh rſ. W. V.) eine Menge interef, 
ſanter Beyſpiele gegeden hat, die ohne dem Ger 
brauch der Lokalausdruͤcke zum Theil auf auſſeror⸗ 
dentliche Verwickelungen gefuͤhrt haben wuͤrden. 


Lu "EE 

Die Ausdruͤcke (148, I. — III. für ganze Glie⸗ 
ber 7 (n T 1) verwandeln’ fih ſogleich in ſolche 
für einzelne Coeffizienten ⸗ T 1); menn 
man dort z = I fegt, wo alfo 2 und alle Potenzen 
von 2 ganz wegfallen, und nur die Variationsklaſſen 
allein, mit ihrer Summen- und Reihenexponenten 
uͤbrig bleiben. Í 


151. 


Aufgabe. Den Werth, von (rtq^p3) «3 Hin 
Coeffizienten, der einzelnen Potenzen pa, qh; xe aus- 
amer Die Reihen pg r ftehen (124). 

158. 
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Aufloͤſung. In (148. II.) fege man n = 2, 
s I und (150) x ftatt 7, fo findet man 
: re ꝗb pa 
(re ꝗd pa) * ( t= °C 
das giebt nach dem Zeiger (148, II.). Die Comple⸗ 
rionen ſelbſt gemacht, oder nach Tab. IV. (Nov. Syft. 
Perm. p. LX) und den dort uͤberſchriebenen Reihener⸗ 


ponenten r, q; p, angeordnet 


re x ꝗb ps re rz ꝗb xc pa 
re ꝗb a pd re x2 gbx2 pat 
re qb x3 pA re x3 q par 


, 


wo man rcxr und vez als factores communes in die 
zugehörigen Nebenfaktoren nehmen, oder jede andere 
aus den übrigen dazu wählen kann, diejenigen nemz 
lich, die am meiſten zuſammengeſetzt ſind. Ein ande⸗ 
res Beyſpiel für den naͤchſtfolgenden Coeffizienten 
(re qb pa) 44, Debt im Archiv der Mathem. (9. It 

227.) Der hieſige Lehrſatz (148) mit feinem Bes ` 
weiſe (149) ift nemlich bereits dort, etwas ausfuͤhr⸗ 
licher, zugleich mit Anwendung auf gebrochene Funke 
tionen, vorgetragen worden. 


i 152. 
Auf bet dieſem Werke beygefügten Tafel, habe ich 
die am allgemeinſten ausgedruͤckte Reihe 
pz am T bema Roczmi2d D... zur rten Poten; 
erhoben, unb vollſtaͤndig bis auf 12 Glieder entwickelt. 
m, dundr koͤnnen hier jede poſitve, negative gans 
ze und gebrochene, irrationale oder un måg liz 
che Zahlen ſeyn, Daß aber die dafuͤr auf der Tafel 
angegebene combinatorifd -z nere tte Sot 
mel richtig fep, erhellet ſo: 


* ` / 


153. 
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Z 


153. à ` . 
Man fege in der Formeb für p (152), 24 y ; ſo ver⸗ 
wandelt fih p in (a T by T cy! T dy T. . ). zm 
mithin 
pr S (A T by ey t dy T. . 7, arm 

alſo iſt die Potenzierung von pr (in 152) auf jener (in 
137) zuruͤckgefuͤhrt. Setzt man daher nach der Entwi⸗ 
ckelung y = z3, ſo hat man vollkommen die Formel for 
wie fie auf der Tafel angegeben ijt. 

1 54. 

Da ich die hoͤchſte Allgemeinheit des Binomiſchen Bebr- 
ſatzes, hier vorausſetze, ſo bedarf es weiter keine Recht— 
fertigung, fuͤr negative, irrationale, veraͤnder⸗ 
liche, und unmoͤgliche Exponenten. Ich will da⸗ 
her um die Allmacht der combinatorifchen Anas 
lyſis recht ins Licht zu ſetzen, im folgenden $ nach das 21fte 
Glied von pr (152) vollſtaͤndig entwickeln. Jedes andere 
nicht combinatoriſches Verfahren, würde die vollſtaͤndige 
Entwickelung der 20 vorhergehenden Gliedern vorausſe⸗ 
tzen. Auch des Herrn EtatsrathTetens Giu b ft i tu⸗ 
tions⸗Verfahren, iſt noch fo weitlaͤuftig, daß es 
aufıdiefen Wegen fo gut wie unausfuͤhrbar iſt. Es giebt teiz 
der in dieſen Zeiten genug Menſchen, welche bey einigen 
geringen unverdauten mathematiſchen elementar Kennt— 
niffen, ihre Unverſchaͤmtheit fo weit treiben, über Sachen 
abzuſprechen von der fie doch nichts weiter als den Rah— 
men wiſſen. — Fuͤr diefe habe ich zum Theil die Entwicke— 
lung des 21ten Gliedes unternommen. — Sie moͤgen ihre 
geruͤhmte Staͤrke in der Analyſis daran verſuchen — leis 
ſten ſie auf andern Wegen eben ſo viel, ſo will ich der er— 
ſte ſeyn, der ihre mathematiſchen Kenntniſſen Gerechtig⸗ 
keit wiederfahren läßt, von denen fonft ihre compilicten 


Schriften keinen vortheilhaften Begriff giebt. ; 
í A 155 
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pr 21 gre od = Dat CES 1abd?o 
+ ven aA emma od | 2 
＋ Barga RB 24bdel 
＋ Car- 3 CG 24bdhk 
= 12bdi* 
$ t i2 be’m 
1431 © 2 1 
+ rlar-2 og U] e 
1, 2, 3, 4, J. 20 24behi 
e b, end, e, f... 12 12bf’k 
daraus folgt nun daß ce 
Or : ` 
pr«21— — — die ganze Summe 12bg*h 
EE SS Se 4 
aller folgenden Theile gleich iſt. s 
Aa- v 44-1647-313d"p I2c^en 
abu 6deo 12c°fm 
ct dtn I?c?gl 
1 2ds 6dgm 1?c^hk 
ub 6dhi "Il Geng 
2fq 6dik 12cd?^n 
＋TrBar-24 2g. zen ag dem 
28 
abo Gefm 24cdfl 
ain 6egl 24cdgk ` 
BS Gehk 24cdhi 
Lal? ERN 12ce^l' | 
A s 31 2 24cefk 
Cars p bet m * 24cegt 
6bes 6fhi ‚aceh i 
i Zär I 3gi acti 
` 6beq L3gh? 24cfzh 
edc dar- T 408 
Óbgo ST H rI2b^cr ad m 
6bhn 12b*dq 12d?el 
6bim t2b°ep (2d?fk 
i gel 2b^fo 1: dei 
2 i2b’gn END 
6cdq 12b°hm t2 de*k 
> Deep 12b^il aadef i 
6cfo 6b^k? audegh 
Geen 12bc^q 12df^h 
? chm 24bcdp 12dfg* 
] pe | 24bceo 4e 1 
3ck? | e 24bcfn ı2e’fh 
24begm 6e^g* 
24bchl i2ef^g 


+r&ar-s) sb'r 

t 2ob'cq 
, 2ob'dp 
"20b?eo 


! gob?fn. . t 


och gm 
20h hl 
20b ik 
| 3cb?c^p 
` 6ob?^edo 
` 6ob^cen 


' &ob*cfm | ' 


6ob^cz! 
| - 6ob^chk 
bee! 
3ob^d^n 
Geh "dem 
6ob*dfl 
6ob'dgk 
-6ob?dhi 
(3 3ob'e^l 
: 6Ób^efk 
| 6ob?egi: 
ı 3ob^eh* 
: gob^f^i 
Lob (ih 
"che 
acbc^ o 
6obc^dn 
!Gobc’em 
J 6obc^fl 
| 6obc^gk 


‚6obeihi , 
Gobcd^m: 


d taobedgi 


'6obcdh? 


"Y 120bcdfk 
| ‚6obee”k 


i 
` 


Car- ode 


.120bdefh 


6obdeg? 
:6obdf?g ; 


: 20be?h. 
6obe?fg 
‚aobef d 
Sc^n 
acc'dm 
20c'el. 
200 fk 
'20c'gi 
10c’h? 
oc’d’e 
'6oc’dek 
GO df i 
foc^dgh 
3oc*e^i 
6oc^sfh 
300° eg? 
oct "e 
20ced’k 
bocdꝰei 
bocd? fh 


Ve f 6bq . 
Babe 
; 30b*do ' 


‚ 30b*en 
. 30b*fm 


o 
eg 2 
Dobiezo 


J tiob'cdn 


Ya 


V 
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E de 

Adi Dao , 
Aa dore (JP.2qo9£ 
122, 00 E 
Side EICH 
159% 01 SC EN 
See | D9?qocI 

u,9,9501 | 15750563 ; 

Sa IP;2qocI 

33.qet | porr f | 

Lab Däi 

mo, der | $5 mex. i 
Va ] Aaplech |Sjop.q ope 
d J-9Pcqogr f. 
2 . pe 
ve (Jc P2 qo8I 5 
Wirk le; P. do8t 
. oo FR: 
Ke l ifs. 5 og! 

49:951 | IR pe 
39p,2081 | epe 
pee: ] !222.9081 | 
$9. p,2ofI : po, qoot 

beo GC wee? 
2 09 Xop»,qoo£ 
Sa oog * vm. 
Sip, OO Mg. | 
Yop,9oz1 Sab 2 Fe 
"e buoni]. 
c M I9:2.q081 È 

Her [utp.2,qogr 

19,90€ | LEE 
ed | . 30,099 

Ze | IECH 

Es 10 do ; 
SE Sai? Aor 

JPY 9909 
GE Ke 409 
9 — ‘8p. gozı 
8250595 XJP,qO7I 
- Jap2qoo£ 3 | 
d W.p,q09 |. |. 
e SEH 1y2,9g031 
ya. pogog£ ZE 

i dée 132,9071 

1972909 


8. 
Sjo1oq 09€ Leeft) ui2o,q0t1 Lo-198-- 


oÄE 


EN 


arob'dek 1-Hr&ar-7 
2xob?df i T3 
21ob^dgh 
Iosb*e*?i 
210b?efh. 
1o5b'eg^ 
105b°f ag s 
14ob'cm f 
4aob'c^dl | 
420b’c’ek 


: 


[ 
^ 


420b'c^fi 
.420b'c^gh 
420b'cd^k 

Sach edel, i 
EEN 

42ob'ce f 
Haven 
x4ob'd*i 
aach dich 
CH 
420b! def? 


| 140b’e’f 
losb?c'"] | 
420b*c' dk 
4200 ei 
420b cf h 
210b'c'g^ 
420b?c' di 
I260b?c?deh 
1260b'c*dfg | 
. 63ob?c^e^g 
630 b^c^ef * 
q2ob?cdh | 
1260b?cd*eg| 
630b^cd^f* 
| 1260b^cde^f 
, Io5b?ce* 
I05b*d*g 
420b*4' ef 
arob^d?e* 
4abc'k 
21obc*di 
| 210be*eh 
3 a10be’fg 
Aa 2 


f 
| 
| 


a20bc'd?h: 


840bc'deg 


| 420bc'df? 


4aobc'e?f 


. 420bc?d'g 


420bc?de? 


` 168b5^c^m 
| 936b'cdl 


336b’cek 
36b'cfi 
336b'cgh 
x68b'd^k 
36b’dei 
36b'dfh 
168b'dg* 
X68b*e^hi 
336b’efg 
56b£? 
280b'c^l 
go“ dk 
840b^c?ei 
$40b?c^fh 
420b*c*g* 
840b'cd*i 


1680b'cdah] ` 


.97* 
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v 720 fi 
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1260b?c’d* 
ab A .|$o4ob*c*de 
F : 42cob’c*q* 
SOAbc de f > Ce 
504be’d’ 6ob"c*e 
ce | r260b*c*a* 
36c'd* b. Kate 
+rfar-zof 10b’m ba- 10 ` 
ws gebei pa 
t gob'dk Ns Irob'ck 
gob'ei a i lob di 
i gob"fh [ob ut 
Asb'g* *| (chte 
: 260b'c^k ` 3 $ 1 495b'c*i 
es E 7aob'edi.i| ^... $9ob'cdh 
i NT 720b'ceh | " . $9ob"ceg 
"E T20b'efg z 49sb"cf^ 
ba doae E 360b'd^h 49b d'g 
É 1 720b'deg | 2 voeh det 
d , :-36cb'a£?. TO, bi 165b'e“ 
"loan i 3600 i 1320b'c*h 
` J| 8aob*e^t H 2 430b c'dg 
15531 2520b^c^dh | } 430b c’ef 
2520b°cĉeg | e. | 430b cd*€ 
1260b°c’f I. ob ede ; 
a2s520b^"cd?g |. : ‚| 1320b’d'e 
^ [sogob'edef (| 7 33ob'c^, 
I 840b'ce? 1320b"c^df 
840b^d^f 660b*c^e*? | 
tor [1260b^4?e? 19£0b^c?d?e 
.- [126ob'c*h 80 
' -[so4ob'c'd 2b'c^f 
ch 13860 b'c"de yc ` 
7560b df , |462eb'c'a* c b 
7560b*c*de* 33ob'c'e 
5040b’cd’e 1 bene 
252b'd5 525 495b^c'd 
1260b*c^g 5sb^c? 
63cob'c^df t 
‚3150b*c*e* 
I260ob"c^d?e]- —- 


J 3isob'e^a* 


„„ jore 
2,961 
3,990 
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GA 
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, 09141 
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SEET 


3? 8885 
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6s 1 
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919409 
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7 D 
Druckfehler. 
In der Tabelle, muß im pris, 3b^f ſtatt abet ſtehen 
pri, 3d“ = 347g 
à& 2. 3de*. 2 BEE 
\ „ 10b?d’ = Iob? 
Im Buche 
Seite 12 3.5 v. u. lies & ſtatt 3 
„39 3.51.4 b. u. lies mémoires de PAcademie des 
Sciences. Paris 1772. 
e 156 $.21.3 muß überall „ Pott & 
2 178 $.21. lies Folgenden 
* 213 ift in der Formel fuͤr F bep nA die linke Klam⸗ 
mer vergeſſen 
e 216 $. 1 lies „ 
i 12333 ( 
Seite 220 lies Kluͤgel. . 
Dieſe wenigen Fehler habe ich bey einer fluͤchtigen 
Durchſicht gefunden, ſollten, wie es leider bey einer 
Schrift mit ſo vielen Zeichen nicht zu vermeiden iſt, 
noch welche von Erheblichkeit ſtehen geblieben ſind, 
ſo werde ich ſolche did nächſter Gelegenheit bekannt 
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: r ar- g v x 
Zeiger Liam 
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Erklärung einiger Zeichen. a. 
r. r — I. 1 — 2. . [r — (n — 1)] 


| 1, A, B, C, . . M.. . 790... find hier zum Potenzerponenten r gehoͤrige Binomial-Coeffizienten, und zwar nach der Ordnung wie fie hier ſtehen, der ote, iſte, ate, 3te. .. mte... nate; wo alſo EE a 3 
„ unb 7, find bloße Zeichen wie „, log. das erftere dient die Stellen der Coeffizienten, das andere die Stellen der Glieder nachzuweiſen; fo heißt pr der j izi iplizirt in gririhnd, Dieſer ( Sor tnt 1 , 

. : y iten [ | zuweiſen; fo heißt p'e(nTr)srmind; ber (njr)te Coeffizient von pr multiplizirt in zrrtnd, Dieſer (npr)te Coeffizient kann fefbft wieder aus einer Menge Par 
tialproducte Den m dan eu SEN Be Gliede, ber combinatorifch - analytiſchen Formel für pr deutlich ſiehet; dieſes (nFı)te Glied giebt man nun in Lok at 125 eta 4 P rr) nd ift = ph«nfDzrnid, Der Zeiger zeigt an, was man für Dinge oder Elemente, 5 ig ge 
2, zu in dieſer Claſſe, für j = „Elen EE d werden überhaupt durch “A, die zu 2 durch /B, bie zu 3 durch /C....bie ju n durch ^N angedeutet, und heißen ıfte, ate, 3te...nte Claſſe. N aber bedeutet nicht bloß die nte Combinationsklaſſe, ſondern verlangt uͤberdies, daß wenn 
E Apu ei AE sii SE d " DEE aaa f baf GE UA ze jeder séier? E E CR AER 8 n) zu ` E a n betrage; bey ^C zeigt 5 e Get dic Ue 5 o / es Rte es: jeder Complexion der dritten 

- i ` EE SE A eine deutſche Buchſtabe zeigt an, daß man vor jeder Complexion der zu ihm gehörigen Claſſe ihre Ver 8 3 0 olynomialza reiben foll, Ein Ausdruck in combinatori Zei T 
dieſer nod, zeigt an daß man die nte Gombinationsclaffe zur Summe n entwickeln und vor jeder einzelnen Lomplepion bie Berfegungsjapl vokſchreiben foll. EN u ge dë eg is. f DEE 
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